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１.ベイジアンネットワーク分類器
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1.1 ベイジアンネットワーク分類器（Friedman et 
al.,1988）
離散確率変数集合𝐕 = 𝑋!, 𝑋", ⋯ , 𝑋# をもつベイジアンネット
ワークについて，𝑋!を目的変数，𝐅 = 𝑋", ⋯ , 𝑋# を説明変数集
合とする．いま𝐅の値𝐱 = 𝑥", ⋯ , 𝑥# を得たとき，以下のように
𝑋!の推定値𝑐̂を得る．

𝑐̂ = argmax
!" #,⋯,&!

𝑃 𝑋' = 𝑐 ∣ 𝐅 = 𝐱

= argmax
$% ",⋯,(!

𝑃 𝑋! = 𝑐, 𝐅 = 𝐱
𝑃 𝐅 = 𝐱

= argmax
!" #,⋯,&!

𝑃 𝑋' = 𝑐, 𝐅 = 𝐱 .

N. Friedman, D. Geiger, and M. Goldszmidt, “Bayesian Network Classifiers,” 
Machine Learning, vol.29, no.2, pp.131–163, 1997. 5



1.2 Friedman et al.(1997)による批判

𝑋!𝑋"𝑋#

𝑋$

𝑋%

目的変数：𝑋'
説明変数：𝑋#, ⋯ , 𝑋(

周辺尤度で学習したベイジアンネットワークの分類精度が，
単純な構造をとるNaive Bayes(Minsky,1961)より劣ることが
多々ある． Naïve Bayesの例

N. Friedman, D. Geiger, and M. Goldszmidt, “Bayesian Network Classifiers,” Machine
Learning, vol.29, no.2, pp.131–163, 1997. 
Marvin Minsky. Steps toward Artificial Intelligence. In Proceedings of the IRE, volume 49, pp. 
8–30, 1961. 
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N. Friedman, D. Geiger, and M. Goldszmidt, “Bayesian Network Classifiers,” 
Machine Learning, vol.29, no.2, pp.131–163, 1997. 

周辺尤度，MDL：同時確率分布𝑃 𝑋', 𝑋#, ⋯ , 𝑋) ∣ 𝐺 を表現
する

生成モデルを学習

1.2 Friedman et al.(1997)による批判
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分類が目的ならば，分類確率𝑃 𝑋' ∣ 𝑋#, ⋯ , 𝑋), 𝐺 を表現す
る識別モデルを学習するべき

周辺尤度，MDL：同時確率分布𝑃 𝑋', 𝑋#, ⋯ , 𝑋) ∣ 𝐺 を表現
する

生成モデルを学習

N. Friedman, D. Geiger, and M. Goldszmidt, “Bayesian Network Classifiers,” 
Machine Learning, vol.29, no.2, pp.131–163, 1997. 

1.2 Friedman et al.(1997)による批判
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対数尤度 = "
!"#

$

log 𝑃 𝑥%!, 𝑥#!, … , 𝑥&! ∣ 𝐺, Θ

= "
!"#

$

log 𝑃 𝑥%! ∣ 𝑥#!, … , 𝑥&!, 𝐺, Θ +"
!"#

$

log 𝑃 𝑥#!, … , 𝑥&! ∣ 𝐺, Θ

𝐶𝐿𝐿 𝐺, Θ ∣ 𝐷
分類に関与しない

分類精度を高めるためには対数尤度𝐿𝐿 𝐷|𝐺, Θ ではなく，
条件付き対数尤度(Conditional Log Likelihood: CLL)のみを
用いるべき．

分類に関与する

N. Friedman, D. Geiger, and M. Goldszmidt, “Bayesian Network Classifiers,” 
Machine Learning, vol.29, no.2, pp.131–163, 1997. 

1.2 Friedman et al.(1997)による批判
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定義1.3 Conditional MDL（Grossman and 
Domingos,2004）

Conditional MDL(CMDL)スコアは以下で定義される．

𝐶𝑀𝐷𝐿 𝐺, Θ ∣ 𝐷 =
log𝑁
2 ;

*"'

)

𝑞*(𝑟* − 1) − 𝐶𝐿𝐿 𝐺, Θ ∣ 𝐷 .

D. Grossman and P. Domingos, “Learning Bayesian Network classifiers by maximizing 
conditional likeli- hood,” Proceedings, Twenty-First International Con- ference on Machine 
Learning, ICML 2004, pp.361– 368, 2004. 
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1.4 CLLの問題点

CLLスコアは分解可能ではないため，
構造探索に効率的なアルゴリズムが適用
できず，厳密学習に膨大な時間がかかっ
てしまう．
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1.5 CLLの近似手法
• 構造探索に対して山登り法を適用した近似学習(Grossman et 

al.,2004)
• CLLが分解可能となるように近似したapproximated CLL(aCLL)

スコア(Carvalho et al.,2013)
• CLLスコアが等価な構造を重複して探索しないような貪欲学習

アルゴリズム(Mihaljević et al.,2018)

分類精度：
CLLを用いた近似手法 ＞ 周辺尤度を用いた近似手法

A. M. Carvalho, P. Adão, and P. Mateus. Efficient Approximation of the Conditional Relative Entropy with Applications 
to Discriminative Learning of Bayesian Network Classifiers. Entropy, 15:2716–2735, 2013.

D. Grossman and P. Domingos. Learning Bayesian Network classifiers by maximizing conditional likelihood. In Proceedings of 
the International Conference on Machine Learning, pages 361–368, 2004.

B. Mihaljević, C. Bielza, and P. Larrañaga. Learning Bayesian network classifiers with completed partially directed acyclic 
graphs. In Proceedings of the Interna tional Conference on Probabilistic Graphical Models, pages 272–283, 2018.
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1.6 本当にCLLは良いのか？

•周辺尤度最大化よりCLL最大化の方がなぜ良い
のかという理由については未だ明らかになって
いない．

•周辺尤度を最大化する構造を厳密に学習できる
にもかかわらず，先行研究では近似学習を行っ
ている．このため，探索精度の悪さが結果に影
響したのかもしれない．
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1.7 周辺尤度厳密学習とCLL近似学習の分類精度
比較

従来のCLLを用いた近似学習手法と，周
辺尤度を用いた厳密学習手法の分類精度
を比較する実験を行った．
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比較手法
• GBN(厳密): 周辺尤度を用いて厳密学習したBN 
• Naive Bayes (Minsky,1961)
• BN-CMDL (Grossman and Domingos, 2004): CMDLを用いて近似学習したBN
• BNC2P (Grossman and Domingos, 2004): 各変数が最大 2 つまでしか親を
持たない構造を候補として，CLLを用いて近似学習したBN
• TAN-aCLL (Carvalho et al., 2013): aCLLを用いて厳密学習したTAN 
• BN(山登): 周辺尤度を用いて山登り法で近似学習したBN 
• MC-DAGGES：CLLスコアが等価な構造を重複して探索しないような貪欲学習
アルゴリズム(Mihaljević et al.,2018)

1.8 周辺尤度厳密学習とCLL近似学習の分類精度比較

A. M. Carvalho, P. Ado, and P. Mateus. Efficient Approximation of the Conditional Relative Entropy with Applications to Discriminative Learning of 
Bayesian Network Classifiers. Entropy, 15(7): 2716–2735, 2013. 

D. Grossman and P. Domingos, “Learning Bayesian Network classifiers by maximizing conditional likeli- hood,” Proceedings, Twenty-First International Con- 
ference on Machine Learning, ICML 2004, pp.361– 368, 2004. 

Marvin Minsky. Steps toward Artificial Intelligence. In Proceedings of the IRE, volume 49, pages 8–30, 1961. 
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1.8 周辺尤度厳密
学習とCLL近似学
習の分類精度比較

GBN
(⼭登)

GBN
(厳密)
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サンプルサイズが⼤きいとき：
周辺尤度による厳密学習 > CLLによる近似学

習

1.9 高い分類精度を示す周辺尤度厳密学習

17
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1.10 周辺尤度厳密学
習の著しい分類精度低
下

サンプルサイズの小さい
データセットでは
GBN(厳密)の分類精度が
他手法よりも著しく悪い．

GBN
(⼭登)

GBN
(厳密)
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この時，周辺尤度による厳密学習では，
⽬的変数の親変数が多い構造を
学習していることがわかった．

BN(厳密)の分類精度が他手法より著しく悪い時のデータセット

変数 サンプル
サイズ 25 �7��5�79 ��2�-1.0 �2-�3 4�2�5-00 8��2��.7� ��2��6�7

��2��.7�!
目的変数の
親変数数

��2��.7�!
目的変数の
子変数数
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NB BN-
CMDL

GBN
(⼭登)

GBN
(厳密)

GBN(厳密)

1.10 周辺尤度厳密学習の著しい分類精
度低下
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𝑋!𝑋"𝑋#

𝑋$

𝑋%

例.GBN(厳密)の分類精度が著しく悪い時の構造

親変数が多い

1.11 周辺尤度厳密学習の分類精度低下の
原因
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𝑁'+,- +𝑁'+,
𝑁'+- +𝑁'+

𝑋"の条件付き確率パラメータ
𝜃"#$のEAP推定量

目的変数の親変数が増加

目的変数の親変数集合の状態𝑗のパターン数が指数的に増加

データが欠測するパターン数が増加

目的変数のパラメータの推定精度が低下する．

𝑋!𝑋"𝑋#

𝑋$

𝑋%

1.11 周辺尤度厳密学習の分類精度低下の
原因
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実際に，目的変数の親変数が過多な構造では，
データが欠測するパターン数が増加していた．

データセット 変数数 サムプル
サイズ

⽬的変数の
親変数数

データが⽋測する
パターン数

Hayes-Roth 5 132 3.0 17.2
mux6 7 64 5.8 5.2
zoo 17 101 4.3 20.3

1.11 周辺尤度厳密学習の分類精度低下の
原因

22



２. Augmented Naive Bayes Classifiers 
(ANB)
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2.1 Augmented Naïve Bayes Classifiers 
(ANB)

𝑋!𝑋"𝑋#

𝑋$

𝑋%

目的変数：𝑋'
説明変数：𝑋#, ⋯ , 𝑋(
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𝑋!𝑋"𝑋#

𝑋$

𝑋%

まず強制的に目的変数から全説明変数へエッジを引く．

目的変数：𝑋'
説明変数：𝑋#, ⋯ , 𝑋(

25

2.1 Augmented Naïve Bayes Classifiers 
(ANB)



𝑋!𝑋"𝑋#

𝑋$

𝑋%

まず強制的に目的変数から全説明変数へエッジを引く．

目的変数：𝑋'
説明変数：𝑋#, ⋯ , 𝑋(

⽬的変数からのエッジを所与として
説明変数間の構造を厳密学習． 26

2.1 Augmented Naïve Bayes Classifiers 
(ANB)



𝑋!𝑋"𝑋#

𝑋$

𝑋%

目的変数から全説明変数にエッジが引かれている構造を，
Augmented Naïve Bayes(ANB)(Friedman et al.,1997)と呼ぶ．

目的変数：𝑋'
説明変数：𝑋#, ⋯ , 𝑋(

⽬的変数の親変数が0で，全ての説明変数を⼦変数とするため，
先述した分類精度低下の問題が⽣じない．

N. Friedman, D. Geiger, and M. Goldszmidt, “Bayesian Network Classifiers,” 
Machine Learning, vol.29, no.2, pp.131–163, 1997. 27

2.1 Augmented Naïve Bayes Classifiers 
(ANB)



2.2 ANBの厳密学習アルゴリズム
全てのANB構造の集合から，周辺尤度を最大にする構造を探
索．
ANBでは目的変数は親を持たないため，以下のスコアを
最大にすればよい．

Silander and Myllymaki (2006)が提案した動的計画法
による通常のベイジアンネットワークのための厳密学
習アルゴリズムを，ANB学習に修正．
T. Silander and P. Myllyma ̈ki. A Simple Approach for finding the Globally Optimal Bayesian 
Network Structure. In Proceedings of Uncertainty in Artificial Intelligence, pages 445–452, 
2006. 

𝐵𝐷𝑒𝑢./0 𝐺, 𝐷 	= 𝐵𝐷𝑒𝑢 𝐺, 𝐷 − 𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝐵𝐷𝑒𝑢' ∅, 𝐷 .
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2.3 Notation

T. Silander and P. Myllyma ̈ki. A Simple Approach for finding the Globally Optimal Bayesian 
Network Structure. In Proceedings of Uncertainty in Artificial Intelligence, pages 445–452, 2006. 

定義3.3 シンク (Pearl,1988)
子変数を持たない変数をシンクと呼ぶ．

・変数集合𝐙, 𝑋! ∈ 𝐙 で構成されるANB構造の中で周辺尤度最大の
  構造を𝐺∗ 𝐙 で表す．
・𝐺∗ 𝐙 におけるあるシンクを𝑋#∗ 𝐙 で表す．

定義3.4 最適親変数集合 (Silander and Myllymaki,2006)
変数集合𝐙, 𝑋! ∈ 𝐙 のべき集合の中で𝑋!を含むものの集合をΠ 𝐙
とすると，𝑋$の𝐙に関する最適親変数集合は以下で定義される．

𝑔$∗ 𝐙 = argmax
𝐖∈' 𝐙

𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝐵𝐷𝑒𝑢$ 𝐖,𝐷 .
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2.4 ANBの厳密学習のステップ
１．説明変数𝑋$ ∈ 𝐅と変数集合𝐙 ⊆ 𝐕 ∖ 𝑋$ , 𝑋! ∈ 𝐙 の考えられ

る全ての組み合わせについて，ローカルスコア𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝐵𝐷𝑒𝑢$ 𝐙, 𝐷
を計算する．

２．説明変数𝑋$ ∈ 𝐅と変数集合𝐙 ⊆ 𝐕 ∖ 𝑋$ , 𝑋! ∈ 𝐙 の考えられる
全ての組み合わせについて，最適親変数集合𝑔∗ 𝐙 を計算する．

３．すべての変数集合𝐙 ⊆ 𝐕, 𝑋! ∈ 𝐙 について，シンク𝑋#∗ 𝐙 を

計算する．

４．ステップ２と３を用いて𝐺∗ 𝐕 を計算する．

30



2.5 ステップ3の計算方法

𝐺∗ 𝐙 はシンク𝑋2∗ 𝐙 をもつ．

𝐺∗ 𝐙 において𝑋2∗ 𝐙 は𝑔∗ 𝐙 ∖ 𝑋2∗ 𝐙 を親変数集合として

もっている．

𝐺∗ 𝐙 における𝑋2∗ 𝐙 以外の変数は𝐺∗ 𝐙 ∖ 𝑋2∗ 𝐙 を
構成する．

したがって，
𝑋%∗ 𝐙 = argmax

'!∈𝐙∖ '"
𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝐵𝐷𝑒𝑢+ 𝑔+∗ 𝐙 ∖ 𝑋+ , 𝐷 + 𝐵𝐷𝑒𝑢,-. 𝐺∗ 𝐙 ∖ 𝑋+ , 𝐷 .
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2.6 ステップ4の計算方法

𝑋'∗ 𝐙 = argmax
)!∈𝐙∖ )"

𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝐵𝐷𝑒𝑢- 𝑔-∗ 𝐙 ∖ 𝑋- , 𝐷 + 𝐵𝐷𝑒𝑢.$/ 𝐺∗ 𝐙 ∖ 𝑋- , 𝐷 の

式より， 𝐺∗ 𝐙 は𝐺∗ 𝐙 ∖ 𝑋#∗ 𝐙 と，𝑔∗ 𝐙 ∖ 𝑋#∗ 𝐙 から
𝑋#∗ 𝐙 に向かうエッジ集合と𝑋#∗ 𝐙 に分解できる．

𝐺∗ 𝐕 から再帰的に分解を行うことで，最終的にシンクとそ
の最適親変数集合のペア𝑛組に分解できる．

要素数の小さい𝐙から順に𝐺∗ 𝐙 と𝑋#∗ 𝐙 を計算していくこと
で，最後に𝐺∗ 𝐕 が得られる．

32



2.7 ANB厳密学習アルゴリズムの効率
性
このアルゴリズムで計算されるローカルスコア，最適親変数
集合，シンクの数はそれぞれ 𝑛 − 1 2)*+， 𝑛 − 1 2)*+，2)*,
である．

ANB制約を課さないアルゴリズム(Silander and Myllymaki,
2006)におけるそれぞれの計算個数は𝑛2)*,，𝑛2)*,，2)であ
る．

ANB厳密学習アルゴリズムはANB制約を課さないアルゴリズム
より約2倍速いと考えられる．

T. Silander and P. Myllyma ̈ki. A Simple Approach for finding the Globally Optimal Bayesian 
Network Structure. In Proceedings of Uncertainty in Artificial Intelligence, pages 445–452, 2006. 33



2.8 ANB厳密学習の漸近的性質①

定理2.8
𝑁 → ∞のとき，厳密学習したANBはパラメータ数最小の

I-map ANBに概収束する．
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2.9 ANB厳密学習の漸近的性質②

仮定１ パーフェクトマップが存在する．

仮定２ すべての説明変数が，分類に影響を及ぼす変数集合（真の構造に
おける目的変数のマルコフブランケット）に含まれる．

仮定３ 真の構造において目的変数のマルコフブランケットに含まれる
変数は目的変数と隣接する．

定理2.9
以下の仮定１～３のもとで，厳密学習したANBは，真の構造𝐺∗に
ついて，以下の関係を満たすような構造 I𝐺に概収束する．
任意の有限データセット𝐷′について，

𝑃 𝑋! ∣ 𝐅, I𝐺, 𝐷- = 𝑃 𝑋! ∣ 𝐅, 𝐺∗, 𝐷- .
この関係を I𝐺と𝐺∗が分類等価であると呼ぶ．
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変数集合𝐕における𝑋!のマルコフブランケットとは，
以下を満たすような変数集合𝐌である．

∀𝑋 ∉ 𝐌, 𝐼 𝑋, 𝑋! ∣ 𝐌 .
特に，真の構造𝐺∗における目的変数の子変数，親変数，共有す

る子変数をもつ変数の集合はマルコフブランケットである．

𝑋$

例．右の構造の場合，緑色で示さ
れた変数の集合が𝑋!のマルコフブ

ランケットである．

定義2.10 マルコフブランケット（Pearl,1988）

Pearl, J. (1988). Probabilistic Reasoning 
in Intelligent Systems: Networks of 
Plausible Inference. Morgan Kanfmann, 
San Mateo, CA. 36



2.11 分類等価による利点

ANBの制約は⼀般にパラメータ数を増加させてしまう
デメリットがあるが，仮定１〜３のもとで，𝑁 → ∞の
とき，厳密学習されたANBは真の構造と全く同じ分類
性能を持つ構造に概収束する．
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2.12 定理の実証実験
仮定２と３を共に満たさないネットワークASIAと，共に満たすネットワークCancer
を⽤いる．
真の構造とANB厳密学習それぞれの分類確率を計算し，Kullback-Leibler divergence
 (KLD)を測定した．
パラメータ数最⼩のANBと，ANB厳密学習の推定構造のstructural Hamming 
distance (SHD)を測定した．
SHDは構造間の距離のようなものを表す．
各ネットワークから100，500，1,000，10,000，50,000，100,000サンプル発⽣させ，
それぞれについてKLDとSHDを測定した．

仮定２と３を共に満たさないネットワークASIA 仮定２と３を共に満たすネットワークCancer38



2.13 パラメータ
数最小のI-map 
ANBを学習できる
ことの実証

仮定２と３を
満たさない
ネットワーク

仮定２と３を
満たす

ネットワーク
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仮定２と３を
満たさない
ネットワーク

仮定２と３を
満たす

ネットワーク

2.14 真の構造と分
類等価な構造を学習
できることの実証
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2.14 真の構造と分
類等価な構造を学習
できることの実証 仮定２と３を

満たさない
ネットワーク

仮定２と３を
満たす

ネットワーク
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BN(⼭登) BN(厳
密)

ANB
(厳密) 提案

2.15 ANB厳密学習が分類精度を改善

変数数 サンプルサイズ G B N -B D eu M A N B -B D eu

5 132 0.6136 0.8333

7 64 0.4531 0.5469

17 101 0.9307 0.9505

BN(厳密)で目的変数が親変数を多くもっていた
時のデータセットの分類精度

BN(厳密) ANB(厳密)
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2.16 変数選択
分類等価の定理では，すべての説明変数が真の構造における目的変数の
マルコフブランケットに含まれることを仮定しているが，それは一般に
は成り立たない．
この問題を解決するには，事前に目的変数のマルコフブランケットのみ
を変数選択する必要がある．
仮定３が成り立つとき，目的変数のマルコフブランケットは目的変数の
親変数と子変数（Parents and Children : PC）の集合に一致するため，
これを探索する．
PC集合の厳密学習法として，SSL(Niinimäki and Parviainen, 2012)や
𝑆/TMB(Gao and Ji,2017)があるが，変数数が増加すると計算時間が指数

的に増加するため，30変数程度が学習の限界．
Teppo Niinimäki and Pekka Parviainen. Local Structure Discovery in Bayesian Networks. In Proceedings of the 
Twenty-Eighth Conference on Uncertainty in Artificial Intelligence, UAI’12, pages 634–643. AUAI Press, 2012. 
ISBN 9780974903989.
Tian Gao and Qiang Ji. Efficient score-based Markov Blanket discovery. International Journal of Approximate Reasoning, 
80:277–293, 2017. ISSN 0888-613X. doi: https://doi.org/10.1016/j.ijar.2016.09.009.
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2.17 PC探索手法
PCの厳密学習手法より効率的な手法として条件付き独立性検定(CIテスト)
を用いた以下のような変数選択手法が知られている．
・MMPC (Tsamardinos et al. 2006)
・HITON-PC (Aliferis et al. 2003)
・PCMB (Pena 2007)
これらの手法では，目的変数と説明変数の間でCIテストを行い，
独立性が検出された説明変数はPC集合から取り除く．
しかし，上記の手法はすべてCIテストとして条件付き相互情報量や統計的
検定を用いており，漸近的に真の独立性を検出する保証がない．

I. Tsamardinos, L.E. Brown, and C.F. Aliferis. The max-min hill-climbing Bayesian
network structure learning algorithm. Machine Learning, 65(1):31–78, 2006.
C.F. Aliferis, I. Tsamardinos, and A. Statnikov. HITON: A Novel Markov Blanket Algorithm for 
Optimal Variable Selection. AMIA Annual Symposium proceedings, pages 21–25, 2003.

J.M. Pena, R. Nilsson, J. Björkegren, J. Tegnér. Towards scalable and data efficient learning of 
Markov boundaries International Journal of Approximate Reasoning, 45 (2) (2007), pp. 211-232 44



2.18 Bayes factor

漸近的に真の独⽴性を検出するCIテストとして，Steck and 
Jaakkola (2002)が周辺尤度を⽤いたBayes factorを提案している．

定義3.12 周辺尤度によるBayes factor（ Steck and Jaakkola (2002) ）
二変数𝑋, 𝑌と変数集合𝐙について，周辺尤度を用いた対数Bayes 
factor log 𝐵𝐹0(𝑋, 𝑌 ∣ 𝐙)は以下で定義される．
log 𝐵𝐹0(𝑋, 𝑌 ∣ 𝐙) = 𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝐵𝐷𝑒𝑢' (𝐙, 𝐷) − 𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙𝐵𝐷𝑒𝑢1 (𝐙 ∪ 𝑌 , 𝐷).

𝐵𝐹0 𝑋, 𝑌 𝐙 ≥ 1のとき𝐼(𝑋, 𝑌 ∣ 𝐙)と判定し，
𝐵𝐹0(𝑋, 𝑌 ∣ 𝐙) < 1のとき¬𝐼(𝑋, 𝑌 ∣ 𝐙)と判定する．

Harald Steck and Tommi S. Jaakkola. On the Dirichlet Prior and Bayesian Regularization. In 
Proceedings of the 15th International Conference on Neural Information Processing Systems, 
NIPS’02, pages 713–720. MIT Press, 2002b. 45



分類精度：
ANB(厳密,変数選択適用) > 比較手法 （有意水準 0.05）

2.19 Bayes factorを用いた変数選択を適用した
ANB厳密学習は最高の分類精度を示す

GBN
(⼭登)

GBN
(厳密)

ANB
(厳密)

ANB
(厳密，変数
選択適⽤)
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３.大規模ANBの学習
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3.1 スコアベースアプローチの問題点

スコアベースアプローチは，構造の探索数がノード数に
対し指数的に増加してしまう．

48



• 動的計画法：29変数
Ø T. Silander and P. Myllymaki, “A simple approach for finding the globally 

optimal Bayesian network structure,” in Uncertainty in Artificial Intelligence 
(UAI), 445–452, AUAI Press, 2006

• A∗ 探索：29変数
Ø Yuan, C., and Malone, B., Learning optimal Bayesian networks: A shortest 

path perspective. Journal of Artificial Intelligence Research, 48, 23–65, 2013.

• 幅優先分枝限定法：33変数
Ø Malone, B., Yuan, C., Hansen, E., and Bridges, Improving the scalability of 

optimal Bayesian network learning with external-memory frontier breadth-
first branch and bound search. in Uncertainty in Artificial Intelligence, 479–
488, 2011

• 整数計画法：60変数
Ø J. Cussens, “Bayesian network learning with cutting planes,” in Uncertainty in 

Artificial Intelligence (UAI), 153–160, AUAI Press, 2011.

3.2 厳密学習手法（学習可能な変数数）
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3.2 厳密学習手法（学習可能な変数数）
• 動的計画法：29変数

Ø T. Silander and P. Myllymaki, “A simple approach for finding the globally 
optimal Bayesian network structure,” in Uncertainty in Artificial Intelligence 
(UAI), 445–452, AUAI Press, 2006

• A∗ 探索：29変数
Ø Yuan, C., and Malone, B., Learning optimal Bayesian networks: A shortest 

path perspective. Journal of Artificial Intelligence Research, 48, 23–65, 2013.

• 幅優先分枝限定法：33変数
Ø Malone, B., Yuan, C., Hansen, E., and Bridges, Improving the scalability of 

optimal Bayesian network learning with external-memory frontier breadth-
first branch and bound search. in Uncertainty in Artificial Intelligence, 479–
488, 2011

• 整数計画法：60変数
Ø J. Cussens, “Bayesian network learning with cutting planes,” in Uncertainty in 

Artificial Intelligence (UAI), 153–160, AUAI Press, 2011.

厳密学習⼿法の問題点

最先端⼿法を⽤いても60変数程度が限界
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3.3 制約ベースアプローチ

•   条件付き独立性検定（CI テスト）によるエッジの

 削除とエッジの方向付けによる構造学習手法

𝑋#
𝑋0 𝑋1

𝑋2 𝑋3

𝑋# 𝑋0

𝑋3 𝑋1

𝑋2

CIテスト エッジを
方向付け

無向グラフ

𝑋# 𝑋0

𝑋3 𝑋1

𝑋2

推定構造完全無向グラフ

• 漸近的に真の構造を学習する保証は持たないが
 効率的な学習法
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3.4 制約ベースアプローチの問題点

制約ベースアプローチの従来手法
・PCアルゴリズム (Spirtesら, 2000)
・MMHCアルゴリズム (Tsamardinos, 2006)
・RAIアルゴリズム (Yehezkel and Lerner, 2009)

従来手法が用いるCIテストは漸近的に真の独立性を
検出する保証がない.

P. Spirtes, C. Glymour, and R. Scheines, Causation, Prediction, and Search, MIT press, 2000. 
I. Tsamardinos, L.E. Brown, and C.F. Aliferis, “The max-min hill-climbing Bayesian network 
structure learning algorithm,” Machine Learning, vol.65, no.1, pp.31–78, 2006. 
R. Yehezkel and B. Lerner, “Bayesian network structure learning by recursive autonomy 
identification,” Journal of Machine Learning Research, vol.10, pp.1527–1570, 2009. 
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3.5 Bayes factorを用いたRAIアルゴリズム(Natoriら, 
2017)
漸近一致性を有しつつ最も大規模な構造を学習できる手法

𝑋#
𝑋0 𝑋1

𝑋2 𝑋3

𝑋# 𝑋0

𝑋3 𝑋1

𝑋2
CIテスト 方向付けと

構造分割
無向グラフ

𝑋# 𝑋0

𝑋3 𝑋1

𝑋2

分割構造

CIテスト

CIテスト

𝑋# 𝑋0

𝑋3 𝑋1

𝑋2

推定構造完全無向グラフ

𝐶𝐼 𝑋, 𝑌 ∣ 𝒁 = K
従属 	 log 𝐵𝐹0 𝑋, 𝑌 ∣ 𝒁 ≥ 0	
独⽴ 	 log 𝐵𝐹0 𝑋, 𝑌 ∣ 𝒁 < 0	

Bayes factor

RAIアルゴリズム

K. Natori, and M. Ueno, “Consistent learning Bayesian networks with thousands of variables,” Advanced 
Methodologies for Bayesian Networks (Proceedings of Machine Learning Research), vol.73, pp.57–68, 
2017. 
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3.6 Bayes factorを用いたRAIアルゴリズム

入力：データ，完全無向グラフ，CIテストの次数𝑛. = 0
出力：推定されたグラフ

終了条件：各ノードが𝑛. + 1個未満の親ノードを持つ

学習手順

１．各エッジに対してBayes factorを用いたCIテストとエッジの削除

２．各エッジを方向付け

３．グラフを部分グラフに分割

４．𝑛2 ← 𝑛2 + 1として終了条件を満たすまで再帰的に動作
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3.7 RAIANBアルゴリズムによる学習

入力：データ，説明変数からなる完全無向グラフ，
CIテストの次数𝑛2 = 1(条件部が𝑋"を必ず含む),出力：推定されたグラフ

学習手順

１．説明変数間の各エッジに対してBayes factorを用いたCIテストとエッジの削除

２．各エッジを方向付け

３．全体グラフを部分グラフに分割

４．𝑛4 + 1個未満の親を持つノードが存在する場合，𝑛4 ← 𝑛4 + 1として再帰的に動作

完全無向グラフに制約を加え，CIテストの実行範囲を制限する
ことでANB構造を学習する．

５．目的変数から全ての説明変数へ向けてエッジを引く．
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3.8 RAIANBの動作例

56

• 目的変数を含まない2変数に対してCIテストを行いエッジ

 を削除
• 目的変数から全ての説明変数へ向けてエッジを方向付け

る

説明変数からなる完全グラフ
推定されたANB

𝑋#
𝑋0 𝑋1

𝑋2 𝑋3

𝑋# 𝑋0

𝑋3 𝑋1

𝑋2
𝑋$を所与とした
CIテスト

𝑋# 𝑋0

𝑋3 𝑋1

𝑋2

𝑋%
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3.9 RAIANBアルゴリズムの効率性

RAIANBアルゴリズムは以下の理由により通常のRAIアルゴリズム
よりも高速に学習できる．

・RAIANBアルゴリズムでは目的変数と説明変数間のCIテストを
行う必要がない．

・真の構造がANB構造である場合，最初から目的変数を所与とし
たCIテストを行うRAIANBの方が通常のRAIより早く独立性を検出
するため，早期にエッジを除去することができる．これにより，
アルゴリズム中の構造の分解が加速する．
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3.10 RAIANBアルゴリズムの漸近的性
質

定理4.10
𝑁 → ∞のとき，RAIANBアルゴリズムで学習した

構造は，パラメータ数最小のI-map ANBに概収束
する．
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3.11 RAIANBと従来手法の分類精度比較
• Naïve Bayes

• 全ての説明変数が目的変数のみを親に持つ

• Tree Augmented Naïve Bayes (TAN) 
• 全ての説明変数が目的変数を親に持ち、説明変数間で木構
造をとる

• 厳密学習手法 (数十変数が限界)
• GBN(厳密)
• 動的計画法で厳密学習したGBN

• ANB(厳密)
• 動的計画法で厳密学習したANB

• 制約ベース手法
• RAI-GBN
• CIテストにBayes factorを用いて構造学習したGBN

• RAI-ANB
• RAIANBアルゴリズムで学習したANB 59



3.12 小規模デー
タにおける精度

60

GBN
(厳密)

ANB
(厳密)



3.13 大規模デー
タにおける精度
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3.13 大規模デー
タにおける精度
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４.分類影響パラメータ数最小化による
ベイジアンネットワーク分類器学習

63

Shouta Sugahara, Koya Kato and Maomi Ueno: Learning Bayesian Network Classifiers to Minimize 
the Class Variable Parameters. Proceedings of the AAAI Conference on Artificial Intelligence, 38(18), 
20540-20549. (2024) https://doi.org/10.1609/aaai.v38i18.30039.



提案

4.1 NCP最小のI-map

BN分類器では，分類確率の推定に全ての変数のパラメータを
用いるわけではなく，分類確率の推定に必要な変数のパラメータ
のみを用いる．
従来手法はパラメータ数最小のI-map ANBが得られることは
保証するが，分類確率の推定に全ての変数のパラメータ数
（Number of Class variable Parameters: NCP）を最小化した
方が高精度な分類器が構成できると考えられる．

64

𝑁𝐶𝑃 𝐺 =R
+3"

4

𝑁𝐶𝑃+(𝐏𝐚'!
5 ) ,	 𝑁𝐶𝑃+ 𝐏𝐚'!
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𝑟+ 	− 1 𝑞+ 	 (𝑖 = 0	 ∨ 𝑋" ∈ 𝐏𝐚'!

5 )
0	 (その他の場合)



変数順序:  構造𝐺の各変数を要素とするベクトル𝜋に対し, 
𝜋の𝑖番目の要素を𝑋/"で表すと, ∀𝑖, 𝐏𝐚0#"

1 ⊆	⋃23,
$	*,{𝑋/$} が成

り立つ時, 𝜋を変数順序という．

ここで, 𝐏𝐚0"
1 は変数𝑋$の親変数集合．

例) 変数順序(𝑋', 𝑋#, 𝑋3, 𝑋4)に従う構造

𝑋#
𝑋0

𝑋%

𝑋2

図3:変数順序(𝑋$, 𝑋%, 𝑋#, 𝑋")に従う構造の例

4.2 変数順序

図
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定理 4.3

変数順序を所与として周辺尤度を最大にする構造は, その

変数順序に従う真の分類確率に漸近収束する構造の中で目

的変数パラメータ数が最小の構造に一致する．



以下の2つのステップから構成される

1.目的変数から始まる全ての変数順序について, 周辺
尤度を最大化する構造をそれぞれ求める

2.第1ステップで得られた構造のうち目的変数パラ
メータ数
最小の構造を探索する

4.4 学習手順



𝜋#	 𝜋0	 𝜋2 	 …	 𝜋5

𝐺#	 𝐺0	 𝐺2 	 …	 𝐺5

周辺尤度最⼤化

𝐺	∗	

68

𝜋+:	⽬的変数を
先頭に持つ変数順序

NCP最⼩化

𝐺	∗	 : ⽬的変数パラメータ数を最⼩にして
真の分類確率に漸近収束する構造

4.5 学習手順の図



目的変数パラメータ数をコストとした重み付きグラフ
(NPCリバースオーダグラフ)の最短パス探索問題として

定式化．

図  四変数に対するNPCリバースオーダグラフ
69

4.6 最短パス探索問題への定式化



NPCリバースオーダグラフを幅優先探索する

{𝑋$, 𝑋%, 𝑋#, 𝑋"	}

4.7 幅優先探索



{𝑋$, 𝑋%, 𝑋#, 𝑋"	}

{𝑋$, 𝑋%, 𝑋#} {𝑋$, 𝑋%, 𝑋"} {𝑋$, 𝑋#, 𝑋"}

NPCリバースオーダグラフを幅優先探索する

4.7 幅優先探索



{𝑋$, 𝑋%, 𝑋#, 𝑋"	}

{𝑋$, 𝑋%, 𝑋#}

{𝑋$,	𝑋%	}

{𝑋$, 𝑋%, 𝑋"} {𝑋$, 𝑋#, 𝑋"}

{𝑋$,	𝑋#	}

NPCリバースオーダグラフを幅優先探索する

4.7 幅優先探索



•変数数の増加に伴い指数的に計算時間が増加する
20変数程度の構造学習が限界

•探索の終了まで構造を得ることができない

4.8 幅優先探索の問題



幅優先探索の問題を解決する効率的な学習法：深さ優先分枝限定法

本手法はNCPを最小にして真の分類

確率に漸近収束する構造を学習する

定理5.7

4.9 深さ優先分枝限定法

図 四変数に対するNPCリバースオーダグラフ

{𝑋!, 𝑋", 𝑋#, 𝑋$	}

{𝑋!, 𝑋", 𝑋#}

{𝑋!,	𝑋$	}

{𝑋!}

{𝑋!,	𝑋%	}

. . . . . . 

. . . . . . 

{𝑋!, 𝑋", 𝑋$}



深さ優先分枝限定法の計算時間は枝刈りによって向上する

{𝑋!, 𝑋", 𝑋#, 𝑋$	}
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始点からあるノード𝐔までの
最短パスのコスト

4.10 NPCリバースオーダーグラフと枝刈り

図 NPCリバースオーダグラフ



深さ優先分枝限定法の計算時間は枝刈りによって向上する
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始点からあるノード𝐔までの
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4.10 NPCリバースオーダーグラフと枝刈り

あるノード𝐔から終点までの
コストの下限値

+

図 NPCリバースオーダグラフ



深さ優先分枝限定法の計算時間は枝刈りによって向上する

図 NPCリバースオーダグラフ
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≥ これまでに得られている
最短パスのコスト



深さ優先分枝限定法の計算時間は枝刈りによって向上する

図 NPCリバースオーダグラフ
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+
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深さ優先分枝限定法の計算時間は枝刈りによって向上する

図 NPCリバースオーダグラフ
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始点からあるノード𝐔までの
最短パスのコスト

4.10 NPCリバースオーダーグラフと枝刈り

あるノード𝐔から終点までの
コストの下限値

+

≥ これまでに得られている
最短パスのコスト



𝑋# 𝑋0

𝑋%

𝑋2 𝑋3

図 Naive Bayes

Naive Bayesの目的変数パラメータ数 
     ≤目的変数パラメータ数を最小にする構造の目的変数パラメータ数

定理4.11
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4.11 コストの下限値



1.枝刈りにより幅優先探索に比べて計算時間を削減できる

2.実行途中にメモリ等のリソースが不足してもそれまでの
最適な構造を得ることが可能になる
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4.12 深さ優先分枝限定法の利点



•比較手法:
1. Naive Bayes

2. ANB厳密学習（変数選択適用）

3. 幅優先探索によりNCP最小の構造を学習

4. 深さ優先分枝限定法: Naive Bayesによる下限値を用いた深さ優先分枝限定法

パラメータはすべて期待事後推定量(expected a posterior: EAP)で推定した．

•実データ:
• UCIレポジトリデータベースに登録されているベンチマークデータセット

•実験手順:
• 各手法, 各データセットに対して, 10分割交差検証によるテストデータの
平均一致率を求め, 分類精度とし, 計算時間を測定した
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4.13 評価実験
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データセット 変数数 データ数 N aiveB ayes 菅原ら 幅優先探索 提案手法

Im age S eg 19 2310 0.9286 0.9468 0.9550 0.9558

P endigits 17 10992 0.8805 0.9636 0.9601 0.9609

Letter 17 20000 0.7384 0.8454 0.8608 0.8616

Lym pho 19 148 0.8446 0.7770 0.8041 0.7905

E E G 15 14980 0.6874 0.7644 0.7304 0.7285

W C W 10 683 0.9751 0.9751 0.9751 0.9751

Z oo 17 101 0.9406 0.9505 0.9505 0.9307

H epatitis 20 80 0.8500 0.5750 0.7875 0.8000

W ine 14 178 0.9831 0.9663 0.9775 0.9775

A ustralian 15 690 0.8464 0.8420 0.8551 0.8507

V ehicle 19 846 0.4350 0.6253 0.6019 0.5827

B reastC ancer 10 277 0.7401 0.7040 0.7401 0.7401

H eart 14 270 0.8444 0.8407 0.8074 0.8074

H T R U 2 9 17898 0.9689 0.9779 0.9783 0.9784

C V R 17 232 0.9095 0.9483 0.9655 0.9698

S olar F lare 11 1389 0.7811 0.8229 0.8431 0.8431

G lass 10 214 0.5561 0.6449 0.6262 0.6075

C M C 10 1473 0.4671 0.4481 0.4623 0.4467

H ayes-R oth 5 132 0.8182 0.7879 0.8333 0.8333

B alance S cale 5 625 0.9152 0.9152 0.9152 0.9152

Lenses 5 24 0.7500 0.7500 0.8750 0.8750

Iris 5 150 0.9400 0.9400 0.9467 0.9467

LE D 7 8 3200 0.7294 0.7294 0.7316 0.7325

B anknote 5 1372 0.9249 0.9410 0.9410 0.9410

平均 0.8106 0.8201 0.8385 0.8354

4.14 分類精度

ANB
深さ優先
分枝限定法



計算時間が短い方を赤字 84

深さ優先
分枝限定法

4.15 計算時間と枝刈り回数



•比較手法
小規模での実験と同様の手法

•実データ
小規模での実験より大規模な31～116変数のベンチマークデータセット

•実験手順
•各手法, 各データセットに対して, 10分割交差検証によるテスト
データの平均一致率を求め, 分類精度とし, 計算時間を測定した

•構造学習は, 6時間の制限時間を設け, 超過する場合は打ち切った

4.16 大規模データセットを用いた評価実験



TO: 6時間以内に構造を得ることができなかったことを表す

4.17 分類精度

ANB
深さ優先
分枝限定法



•深さ優先分枝限定法で学習した構造についてCLLを最大化するようパ
ラメータを推定することで，さらなる精度の向上が期待できる．

•しかし，CLLを最大化するパラメータは解析的に解けないため，勾配
法で数値的に求める必要があるが，ほとんどの場合局所解に陥って
しまう問題がある．

•構造がコーダルグラフである場合，CLLが単峰性を有するため，パラ
メータの初期値によらず勾配法で大域的最適解が得られることが知
られている(Roos et.al, 2005)．

•学習構造に対しコーダルグラフとなるようエッジを追加し，CLL最大
推定量でパラメータ推定することで，局所解の問題を解決できる．
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4.18 さらなる精度の向上

T. Roos, H. Wetting, P. Grunwald, P. Myllymaki, H. Tirri, “On Discriminative Bayesian Network 
Classifiers and Logistic Regression,” Machine Learning, vol.59, pp.267‒296, 2005.



1. 分類に影響する目的変数パラメータ数(NCP)を最小にして真の分類確率に漸近収束
する構造を学習する．

2. 得られた構造をモラル化し，その後コーダル化する．
3. ２で得られたコーダルグラフ𝐺をマルコフネットワークの構造として扱い，マルコ

フネットワークのCLLを最大化するようパラメータを推定する． 訓練データを
𝐷 = ⋃!"#$ 𝑥%!, 𝑥#!, … , 𝑥&! とすると，パラメータ𝜙: 𝐱 （𝑋% ∈ 𝐶）についてのCLLの偏

導関数は以下である．

𝜕
𝜕𝜙: 𝐱

𝐶𝐿𝐿 𝚯 = 𝑁𝐱 −"
!"#

$

𝑃 𝐱)" ∣ 𝑥#!, … , 𝑥&! ,

 ただし ，𝑁𝐱は訓練データ中の𝐱の頻度であり，𝐱)"は𝐱における𝑋%の値である．

 この等式を用いた勾配法によってパラメータを推定する．

マルコフネットワークの構造がコーダルグラフの場合，CLLは単峰性を有する．
ステップ2を行うことで，勾配法によってCLL最大化推定量の大域解が得られる．

4.19 CLL最大化推定のアルゴリズム



•比較手法:
1. 深さ優先分枝限定法(EAP):深さ優先分枝限定法で学習した構造のパラメータを

EAPで推定した分類器

2. RF: Random forest

3. DL: Deep learning

4. 深さ優先分枝限定法(CLL): 深さ優先分枝限定法で学習した構造についてコー
ダルグラフとなるようエッジを追加した後，CLLを最大化するようパラメータ
を推定した分類器

•実データ:
• UCIレポジトリデータベースに登録されているベンチマークデータセット

•実験手順:
• 各手法, 各データセットに対して, 10分割交差検証によるテストデータの
平均一致率を求め, 分類精度とし, 計算時間を測定した
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4.20 分類精度評価実験
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データセット 変数数 サンプルサイズ 提案(EAP) R F D eep 提案(CLL)

H ayes-R oth 5 132 0.8333 0.8088 0.7725 0.8032

B alance Scale 5 625 0.9152 0.8287 0.9840 0.9856

B anknote authentication 5 1372 0.9410 0.9432 0.9403 0.9428

H epatitis 20 80 0.8000 0.8625 0.8750 0.8375

Zoo 17 101 0.9307 0.9500 0.9300 0.9604

P endigits 17 10992 0.9609 0.9914 0.9899 0.9743

0.8968 0.8974 0.9153 0.9173平均

深さ優先
分枝限定法
(EAP)

深さ優先
分枝限定法
(CLL)

4.21 分類精度



まとめ
• 周辺尤度による厳密学習手法は，CLLによる近似学習手法と比べて，必ずしも劣る
わけではない.

• サンプルサイズが小さいときにBNCでは目的変数の親変数数が増え，子変数が減る
と分類精度が劣化するので，目的変数が全説明変数を子変数として持つ制約をおく
ANB構造の周辺尤度スコアを用いた厳密学習法がCLLを含む従来手法の分類精度を有
意に改善することができる．

• RAIANBアルゴリズムは1000変数を超えるデータを学習でき，従来のRAIアルゴリズ
ムよりも分類精度が高い．

• 深さ優先分枝限定法は真のモデルがBNに従っていない場合でも，NCP最小のI-mapを
学習できる．

• 深さ優先分枝限定法の学習構造のパラメータをCLL最大化推定量で推定した場合，
ランダムフォレストやディープラーニングと同等以上の分類精度を示す．
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