
12. 関係と写像
植野真⾂

電気通信⼤学 情報数理⼯学コース



本授業の構成
第１回 10⽉ 2⽇︓第1回 命題と証明
第２回 10⽉9⽇︓第2回 集合の基礎、全称記号、存在記号
第３回 10⽉16⽇︓第3回 命題論理
第４回 10⽉23⽇︓第4回 述語論理
第５回 10⽉ 30⽇︓第5回 述語と集合
第６回 11⽉ 6⽇︓第6回 直積と冪集合
第７回 11⽉13⽇︓第7回 様々な証明法 (1)
第８回 11⽉20⽇︓第8回 様々な証明法 (2)
第９回 12⽉ 4⽇︓第9回 様々な証明法 （再帰的定義と数学的帰納法）
第１０回 12⽉11⽇︓第10回 写像 (関数) (1)
第１１回 12⽉18⽇︓第11回 写像 (関数) (2)
第１２回 12⽉25⽇︓第12回 写像と関係︓⼆項関係、関係⾏列、

グラフによる表現
第１３回 1⽉15⽇︓第13回 同値関係
第１４回 1⽉22⽇︓第14回 順序関係︓半順序集合、

ハッセ図、全順序集合、上界と下界
第１５回 1⽉29⽇︓第15回 期末試験
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１．本⽇の⽬標

① 関係（⼆項関係）
② 関係と写像
③ グラフによる表現
④ 関係⾏列
⑤ 有向グラフと無向グラフ
⑥ 隣接集合と隣接⾏列
⑦ ⽊、完全グラフ、クリーク
⑧ 2部グラフ



１. 関係（⼆項関係）
再掲５章︓
Def 1. 
⼆つの集合𝑈, 𝑉の直積集合𝑈×𝑉の部分集合𝑅を
𝑈から𝑉への「（⼆項）関係」という．

また， 𝑅 ∋ (𝑎, 𝑏)のとき 𝑎𝑅𝑏 : 𝑎と𝑏は関係ある
          𝑅 ∌ (𝑎, 𝑏)のとき 𝑎𝑅𝑏：𝑎と𝑏は関係なし
と書く．
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例題
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への関係𝑅は以下の
うちどれか︖

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 }
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑆, 𝑇 }
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑎, 𝑇 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑐, 𝑆 ,
𝑐, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 , (𝑑, 𝑇)}

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }
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例題
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への関係𝑅は以下の
うちどれか︖

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 } 〇
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑆, 𝑇 }
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑎, 𝑇 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑐, 𝑆 ,
𝑐, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 , (𝑑, 𝑇)}

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }
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例題
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への関係𝑅は以下の
うちどれか︖

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 } 〇

  𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑆, 𝑇 } ×
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑎, 𝑇 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑐, 𝑆 ,
𝑐, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 , (𝑑, 𝑇)}

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }
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例題
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への関係𝑅は以下の
うちどれか︖

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 } 〇

  𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑆, 𝑇 } ×
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }		〇

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑎, 𝑇 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑐, 𝑆 ,
𝑐, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 , (𝑑, 𝑇)}		

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 } 8



例題
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への関係𝑅は以下の
うちどれか︖

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 } 〇

  𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑆, 𝑇 } ×
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }		〇

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑎, 𝑇 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑐, 𝑆 ,
𝑐, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 , (𝑑, 𝑇)}		〇

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 } 9



例題
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への関係𝑅は以下の
うちどれか︖

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 } 〇

  𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑆, 𝑇 } ×
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }		〇

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑎, 𝑇 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑐, 𝑆 ,
𝑐, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 , (𝑑, 𝑇)}		〇

𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 } ×



参考︓データベースとn項関係
データベース理論における関係モデルでは，
関係の概念を n項に拡張している．
すなわち， 𝐴!×𝐴"×⋯×𝐴#の部分集合とし
て定義される．関係モデルの基礎的な要素
は定義域、 instance ドメインである．
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2. 関係の述語による内包的記述
による定義
Def2. 
⾃由変数(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈×𝑉についての2変数述
語
𝑃 𝑎, 𝑏 : 𝑅 ∋ (𝑎, 𝑏) の真理集合

{(𝑎, 𝑏)|𝑃(𝑎, 𝑏)}
または
𝑎𝑅𝑏の真理集合 {(𝑎, 𝑏)|𝑎𝑅𝑏}
を𝑈から𝑉への「関係」，もしくは「⼆項
関係」という． 12



３. 関係による写像の定義
Def 3. 
⾃由変数(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈×𝑉についての述語
𝑎𝑅𝑏が各𝑎に対して⼀つの𝑏が対応する
とき，

{(𝑎, 𝑏)|𝑎𝑅𝑏}
を𝑈から𝑉への「写像」と呼ぶ．
写像の中で対応する𝑏がない𝑎を許す場
合，𝑈から𝑉への「部分写像」と呼ぶ．
写像は、関係の特殊なケース.

13



「関係」の図⽰表現
（関係を→で⽰す）

15

a 

b 

c  

d  

e  

C 

B

A 

E 

D 

関係

b1 

b2 

a  

d  

e  

C 

B

F 

E 

D 

部分写像

集合α 集合β 集合α 集合β



例題
以下は関係か︖関係
の場合，部分写像か︖

関係 写像
(1) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑦 = 𝑥
(2) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 = 𝑥    

(3) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑥! + 𝑦! = 1                        

(4) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 > 𝑥                               

(5) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑥は𝑦の約数                       
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例題
以下は関係か︖関係
の場合，部分写像か︖

関係 写像
(1) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑦 = 𝑥 〇                 〇
(2) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 = 𝑥    

(3) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑥! + 𝑦! = 1                        

(4) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 > 𝑥                               

(5) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑥は𝑦の約数                       
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例題
以下は関係か︖関係
の場合，部分写像か︖

関係 写像
(1) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑦 = 𝑥 〇                 〇
(2) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 = 𝑥   〇  〇
(3) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑥! + 𝑦! = 1                        

(4) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 > 𝑥                               

(5) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑥は𝑦の約数                       
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例題
以下は関係か︖関係
の場合，部分写像か︖

関係 写像
(1) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑦 = 𝑥 〇                 〇
(2) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 = 𝑥   〇  〇
(3) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑥! + 𝑦! = 1      〇                  ×
(4) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 > 𝑥                               

(5) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑥は𝑦の約数                       
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例題
以下は関係か︖関係
の場合，部分写像か︖

関係 写像
(1) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑦 = 𝑥 〇                 〇
(2) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 = 𝑥   〇  〇
(3) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑥! + 𝑦! = 1      〇                  ×
(4) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 > 𝑥             〇                  ×
(5) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑥は𝑦の約数                       
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例題
以下は関係か︖関係
の場合，部分写像か︖

関係 写像
(1) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑦 = 𝑥 〇                 〇
(2) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 = 𝑥   〇  〇
(3) 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ!, 𝑥! + 𝑦! = 1      〇                  ×
(4) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑦 > 𝑥             〇                  ×
(5) 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ!, 𝑥は𝑦の約数     〇                  ×
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関係は部分写像の⼀般化
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4. 関係⾏列
Def  4
⼆つの集合を 𝐴 = 𝑎!, 𝑎", 𝑎#, ⋯ , 𝑎$ ,
𝐵 = 𝑏!, 𝑏", 𝑏#, ⋯ , 𝑏% として， 𝐴から𝐵へ
の関係⾏列は 𝑅 = 𝑟&' , (

)
𝑖 = 1,⋯ ,𝑚, 𝑗 =

1,⋯ , 𝑛

 𝑟&' = 6
1: 𝑎&𝑅𝑏'のとき
0: 𝑎&𝑅𝑏'のとき

として定義される．
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例題１
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への次の関係⾏
列を書け。

𝑅 = 𝑎, 𝑆
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例題１
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への次の関係⾏
列を書け。

𝑅 = 𝑎, 𝑆
解答

𝑅 =
1 0
0 0
0 0
0 0
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例題２
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への次の関係
⾏列を書け。
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }
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例題２
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への次の関係
⾏列を書け。
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 }
解答

𝑅 =
1 0
1 1
0 0
1 0 27



例題３
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への次の関係⾏列を
書け。
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑎, 𝑇 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑐, 𝑆 ,

𝑐, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 , (𝑑, 𝑇)}

28



例題３
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 , 𝑉 = {𝑆, 𝑇}

のとき，𝑈から𝑉への次の関係⾏列を
書け。
𝑅 = { 𝑎, 𝑆 , 𝑎, 𝑇 , 𝑏, 𝑆 , 𝑏, 𝑇 , 𝑐, 𝑆 ,

𝑐, 𝑇 , 𝑑, 𝑆 , (𝑑, 𝑇)}
解答

𝑅 =
1 1
1 1
1 1
1 1
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5．上への関係

Def  5
集合𝐴から𝐴の関係を，「 𝐴上の関係」 
（または「中の関係」 ）と呼ぶ.
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グラフによる関係の表現
Def 6
グラフ 𝐺 = (𝐕 , 𝐄)は⼆つの集合 𝐕と 𝐄に
よって定義され， 𝐕は 頂点（Vertex） （ま
たは，節点・ノード）の有限集合 𝐕 =
{𝑉", 𝑉!, … , 𝑉#}で, 𝐄は辺(edge) （または枝、
アーク）集合である．さらに，グラフは
個々の頂点における⼆つの組を結合したすべ
ての可能性のある集合の部分集合である．
Def 7
𝐺 = (𝐕 , 𝐄)をグラフとする．𝐸$% ∈ 𝐄かつ
𝐸%$ ∉ 𝐄のとき，枝𝐸$% を有向辺（directed 
edge）と呼ぶ． 𝑉$と 𝑉%の有向辺は𝑉$ → 𝑉%と
書く．
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有向グラフと無向グラフ
Def 8
𝐺 = (𝐕 , 𝐄)をグラフとする． 𝐸!" ∈ 𝐄
かつ𝐸"! ∈ 𝐄のとき，辺 Eij を無向辺
（undirected edge）と呼ぶ．𝑉! と 𝑉"の
無向辺は 𝑉! − 𝑉" または𝑉" − 𝑉!と書く．
Def 9
すべての辺が有向辺のグラフを有向グ
ラフ（directed graph）と呼び，すべて
の辺が無向辺のグラフを無向グラフ
（undirected graph）と呼ぶ．



例
有向グラフと無向グラフの例を図( a ), ( b ) にそれぞれ⽰している．
有向グラフ( a ) では，グラフは以下で与えられ，

𝐕 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹}
𝐄 = {𝐴 → 𝐷, 𝐵 → 𝐶, 𝐷 → 𝐵, 𝐹 → 𝐷,𝐷 → 𝐸, 𝐸 → 𝐹}

無向グラフ( b ) では，グラフは以下で与えられる．
𝐕 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝐻}

𝐄 = {𝐴 − 𝐵, 𝐵 − 𝐶, 𝐶 − 𝐷,𝐷 − 𝐸, 𝐸 − 𝐴, 𝐸 − 𝐹, 𝐹 − 𝐺, 𝐺 − 𝐷,𝐷 − 𝐻}
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⼆項関係とグラフは同値
有向グラフ 𝐺 = (𝐕 , 𝐄)において, 

𝐄 ⊆ 𝐕𝟐であり, 𝐄は𝐕上の⼆項関係
⇔
有限集合上の⼆項関係が定義されてい
ると,⼆項関係を普遍集合の部分集合と
みなせるので、有向グラフで表現でき
る
⇔「有限集合上の⼆項関係」
⇔「有向グラフ」
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A上の関係Rのグラフ表現

A上の関係Rのグラフ表現を
頂点集合をAとして，
𝑎𝑅𝑏であるときのみ， 𝑎 → 𝑏とい
う有向辺による有向グラフで表現
する。
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上への関係の有向グラフによ
る表現

例題1
集合𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}上の関係𝑅$ =
{ 𝑎, 𝑏 , 𝑎, 𝑐 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑐 , (𝑐, 𝑐)}を
有向グラフで⽰せ。
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上への関係の有向グラフによ
る表現
例題1
集合𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}上の関係𝑅$ =
{ 𝑎, 𝑏 , 𝑎, 𝑐 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑐 , (𝑐, 𝑐)}を
有向グラフで⽰せ。
[解答]
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例題2

集合𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}上の関係𝑅$ =
{ 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑏 , (𝑐, 𝑐)}を
有向グラフで⽰せ。



例題2

集合𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}上の関係𝑅$ =
{ 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑏 , (𝑐, 𝑐)}を
有向グラフで⽰せ。
[解答]



6. 𝐴上の関係の関係⾏列

Def  10
集合 𝐴 = 𝑎%, 𝑎$, 𝑎&, ⋯ , 𝑎' 上の関係の関
係⾏列は 𝑅 = 𝑟!" , (

)
𝑖 = 1,⋯ ,𝑚, 𝑗 =

1,⋯ ,𝑚

 𝑟!" = G
1: 𝑎!𝑅𝑎"のとき
0: 𝑎!𝑅𝑎"のとき

として定義される．
40



例題1
集合𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}上の関係𝑅$ =
{ 𝑎, 𝑏 , 𝑎, 𝑐 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑐 , (𝑐, 𝑐)}の関係
⾏列と有向グラフを書け。
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例題1
集合𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}上の関係𝑅$ =
{ 𝑎, 𝑏 , 𝑎, 𝑐 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑐 , (𝑐, 𝑐)}の関係
⾏列と有向グラフを書け。
[解答]

42

𝑅 =
0 1 1
1 0 1
0 0 1



例題2

集合𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}上の関係𝑅$ =
{ 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑏 , (𝑐, 𝑐)}
の関係⾏列と有向グラフを書け。
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例題2

集合𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}上の関係𝑅$ =
{ 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑏 , (𝑐, 𝑐)}
の関係⾏列と有向グラフを書け。
[解答]
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𝑅 =
1 1 0
1 1 0
0 0 1



例題3
𝐴 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 上の関係𝑅について，次の関
係⾏列と有向グラフを書け。

𝑅 = { 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑑 , 𝑑, 𝑎 ,
𝑑, 𝑑 }
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例題3
𝐴 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 上の関係𝑅について，次の関
係⾏列と有向グラフを書け。

𝑅 = { 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑐 , 𝑏, 𝑑 , 𝑑, 𝑎 ,
𝑑, 𝑑 }

[解答]

𝑅 =
1 1
0 0
0 0
1 0

0 0
1 1
0 0
0 1



7. 具体的な関係
例題１
𝐴 = 1,2,3,4 上の関係𝑅について
𝑅 ∋ (𝑎, 𝑏)のとき 𝑎𝑅𝑏 : 𝑎は𝑏の約数である
とすると，関係⾏列と有向グラフを書け。



7. 具体的な関係
例題１
𝐴 = 1,2,3,4 上の関係𝑅について
𝑅 ∋ (𝑎, 𝑏)のとき 𝑎𝑅𝑏 : 𝑎は𝑏の約数である
とすると，関係⾏列と有向グラフを書け。
[ヒント] Def 
(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ(×ℕ(に対して，

∃𝑚 ∈ ℕ(, 𝑠. 𝑡. 𝑎 = 𝑏𝑚
のとき， 𝑎は𝑏の約数であるという。



7. 具体的な関係
例題１
𝐴 = 1,2,3,4 上の関係𝑅について
𝑅 ∋ (𝑎, 𝑏)のとき 𝑎𝑅𝑏 : 𝑎は𝑏の約数である
とすると，関係⾏列と有向グラフを書け。
[解答]

𝑅 =
1 1
0 1
0 0
0 0

1 1
0 1
1 0
0 1



例題２
𝐴 = 𝑎, 𝑏 の冪集合2)上の関係𝑅について
𝑋, 𝑌 ∈ 2)のとき 𝑋𝑅𝑌 : 𝑋 ⊆ 𝑌 とすると，
関係⾏列と有向グラフを書け。



例題２
𝐴 = 𝑎, 𝑏 の冪集合2)上の関係𝑅について
𝑋, 𝑌 ∈ 2)のとき 𝑋𝑅𝑌 : 𝑋 ⊆ 𝑌 とすると，
関係⾏列と有向グラフを書け。
[解答]
2) = {∅, 𝑎 , 𝑏 , 𝑎, 𝑏 }

𝑅 =
1 1
0 1
0 0
0 0

1 1
0 1
1 1
0 1



例題3

𝐴 = 1,2,3,4 上の関係𝑅について
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴のとき 𝑥𝑅𝑦 : 𝑥 < 𝑦 とすると，
関係⾏列と有向グラフを書け。



例題3

𝐴 = 1,2,3,4 上の関係𝑅について
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴のとき 𝑥𝑅𝑦 : 𝑥 < 𝑦 とすると，
関係⾏列と有向グラフを書け。
[解答]

𝑅 =
0 1
0 0
0 0
0 0

1 1
1 1
0 1
0 0



ここから
グラフ理論の基礎を学びます
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9.  隣接頂点集合
Def 11 
𝐺 = (𝐕, 𝐄)について，𝑉𝑖の隣接頂点集合
（adjacency vertexes set）は，𝑉𝑖から直接
辺が引かれた頂点集合
𝐴𝑑𝑗(𝑉𝑖) = {𝑉𝑗 ∈ 𝐕|𝐸𝑖𝑗 ∈ 𝐄}を⽰す．
Def 12
グラフ𝐺で𝑉𝑖に接続する辺の数を𝑉𝑖の次
数といい， d(𝑉𝑖)と書く．



Th. 1
𝐺 = (𝐕, 𝐄)について，
𝐕 = {𝑉1, 𝑉2, ⋯𝑉𝑖 , ⋯ 𝑉𝑁}で辺の数がqのとき，

-
45!

6

d(𝑉𝑖) = 2𝑞



Th. 1
𝐺 = (𝐕, 𝐄)について， 𝐕 = {𝑉1, 𝑉2, ⋯𝑉𝑖 , ⋯ 𝑉𝑁}
で辺の数がqのとき，

=
&(!

)

d(𝑉𝑖) = 2𝑞

[証明] ⼀つの辺は次数としてはかならず両端を
含めて2と数えられるので，∑&(!) d(𝑉𝑖) = 2𝑞

■



隣接⾏列

Def 12 
𝐺 = (𝐕, 𝐄)について， 𝐕 = {𝑉1, 𝑉2, ⋯𝑉𝑖
, ⋯ 𝑉𝑁}
のとき，以下の⾏列

𝑅 = 𝑟!" , 𝑖 = 1,⋯ ,𝑁, 𝑗 = 1,⋯ ,𝑁
 𝑟!" = 𝑉𝑖と𝑉𝑗を結ぶ辺数
を𝐺の隣接⾏列と呼ぶ。
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例題︓以下のグラフの隣接⾏
列を求めよ。

59

1

2 64
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例題︓以下のグラフの隣接⾏
列を求めよ。

60

1

2 64

53 𝑅 =

0 0
0 0
0 0
0 1

0 1
1 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
1 0

0 0
0 0

0 0
0 1

0 1
0 0



Th. 2

関係⾏列は，⼆頂点間の辺が
あるかないかを⽰した隣接⾏
列である。
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10.経路
Def. 13 𝑉𝑖から𝑉𝑗への経路は，𝑉4! = 𝑉𝑖で始まり，
𝑉4" = 𝑉𝑗で終わるような以下を満たす順序化
された頂点集合(𝑉4! , … , 𝑉4" ) を⽰す．
𝑉!&'( ∈ 𝐴𝑑𝑗(𝑉!&)． (𝑘 = 1,… , 𝑟 − 1)



10.道と路、閉路
Def.14すべての頂点が異なる経路を道(path)
と呼ぶ．
すべての辺が異なる経路を路(trail)と呼ぶ．

Def.15始点と終点が同じ頂点となる場合
（すなわち，𝑉4! = 𝑉4" ），路 (𝑉4! , … , 𝑉4" )
は閉路（closed path）と呼ばれる．



例
有向グラフ(a)の経路D → E → F → D は閉路
である．
無向グラフ(b)の経路A − B − C − D − E − A 
は閉路である．

A

B

F

D

E

C

G

H

A

B FD

EC

(a) (b)



Th. 3

𝐺 = (𝐕, 𝐄)について， 
∀𝑉𝑖 ∈V, d(𝑉𝑖 ) ≥ 2のとき，必ず𝐺
は閉路を含む．
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Th. 4

𝐺 = (𝐕, 𝐄)について， 隣接⾏列を
𝑅とする.
𝑅*の(i,j)成分は⻑さ𝑛の𝑉𝑖 − 𝑉𝑗 の
経路の数に等しい.

66



例題
𝐺 = (𝐕, 𝐄)について， 以下の隣接⾏列𝑅を持
つ.⻑さ3の𝑉1 − 𝑉4の経路の数を求めよ.

68

𝑅 =

0 0 1 1 1
0 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 0 1
1 0 1 1 0

1

2

3 4

5



Def 16 同型

⼆つのグラフ𝐺 = (𝐕, 𝐄)と𝐺′ = (𝐕′, 𝐄′)
について,

𝐕 = 𝐕’ ⋀ 𝐄= 𝐄’
のとき,⼆つのグラフは同型であるい
う。
𝐺 ≅ 𝐺’
と書く.
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11．完全グラフと完全集合
Def 17
すべての頂点間に辺が張られた無向グラフを完全グラ
フ（complete graph）と呼ぶ．N 頂点の完全グラフを
KNと⽰す．
Def 18
グラフGの部分頂点集合S が，すべての頂点間に辺が
張られている場合，S を完全集合（complete set）と呼
ぶ．

D

CB

A

E
図 完全グラフK5



12．クリーク

Def 19
完全集合𝐶 が他のどの完全集合の部分
集合にもなっていない場合，すなわ
ち，最⼤の完全集合である場合， 𝐶 を
クリーク（clique）と呼ぶ．



例
図は，⼆つの異なるグラフのクリークを⽰している．
グラフ( a )は，クリーク𝐶1 = {𝐴, 𝐵}，𝐶2 =
{𝐵, 𝐶}，𝐶3 = {𝐶, 𝐷}，𝐶4 = {𝐷,𝐻}，𝐶5 = {𝐴, 𝐸}，
𝐶6 = {𝐷, 𝐸, 𝐺}，𝐶7 = {𝐹, 𝐸, 𝐺}を含む．
グラフ( b ) は，クリーク𝐶1 = {𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝐸}，𝐶2 =
{𝐵, 𝐶, 𝐷}，𝐶3 = {𝐷,𝐻}，𝐶4 = {𝐷, 𝐸, 𝐺}，𝐶5 = {𝐸, 𝐹, 𝐺}
を含む．

(a) (b)

A

B

F

D

E

C

G

H

A

B

F

D

E

C

G

H



Def . 20 連結グラフと⾮連結グラフ
無向グラフのすべての⼆つの頂点間で少なくとも⼀つの
道が存在するとき，連結グラフ（connected graph）と呼ぶ．そ
れ以外を⾮連結グラフ（disconnected graph）と呼ぶ．
例18 
図は，同じ構造をもつ⾮連結グラフの異なる⼆つの表現であ
る．図( a ) はエッジが交差しており，⾮連結には⾒えないが，
図( b ) のように交差を外し，分離すればより⾮連結性が強調さ
れる．

(a) （b
）

DC

E

A F

B

DC

B

A E

F



Def. 21 ⽊
閉路を持たない連結グラフTを⽊
(tree)とよぶ.
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Th. 5 ⽊
𝑇 = (𝐕, 𝐄) の ∀𝑉𝑖 ∀𝑉𝑗 ∈Vについ
て, 𝑉𝑖と𝑉𝑗を結ぶただ１つの道が
存在する.
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Th. 6 ⽊

𝑇 = (𝐕, 𝐄)は連結であり, どの辺を
除いても連結ではなくなる.
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Th. ７ ⽊
𝑇 = (𝐕, 𝐄)は閉路を持たず、 辺
をどのように⼀つ加えても閉路を
⼀つ持つグラフになる.
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Th. 8 

N個の頂点からなる連結グラフが
⽊であるための必要⼗分条件は , 
N-1個の辺を持つことである.

80



N個の頂点からなる連結グラフが⽊
であるための必要⼗分条件は , N-1
個の辺を持つことである.
[証明] 数学的帰納法を⽤いる.
(1) 頂点数が2のとき,辺が１つで⽊である.
(2) 頂点数がNのとき,⽊の必要⼗分条件はN-1
個の辺であるとする.
頂点数がN+1のとき,閉路を持たない連結グラ
フになるように1つの辺をN+1番⽬の頂点とそ
れ以外の1つの頂点の間に加えなければならな
い.このとき,頂点数-1の辺が存在することにな
る.                                             ■81



Def 22. 2部グラフ
𝐺 = (𝐕, 𝐄)とし, 𝐄の要素である辺は
𝐕 = 𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝑉1 ∩ 𝑉2 = ∅,(𝑉1 ≠ ∅, 𝑉2 ≠ ∅)
となるような𝐕の部分集合𝑉1,𝑉2の頂点を
結ぶようにできるとき, 𝐺を2部グラフと
呼ぶ.
さらに 𝑉1と𝑉2のすべての頂点が互い
に結ばれてる2部グラフを,完全2部グラ
フと呼び, 𝐾(𝑚, 𝑛)で⽰す. 𝑚 = 𝑉1 , 𝑛 =
𝑉2 .

82



2部グラフとは

頂点集合を⼆つの部分集合に分割
して各集合内の頂点同⼠の間には
辺が無いようにできるグラフ

83
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例題１ 以下のグラフは2部
グラフか。
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例題１ 以下のグラフは2部
グラフか。

85

1 

3  

5

2

4 

𝑉1 𝑉2



例題２ 以下のグラフは2部
グラフか。
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例題２ 以下のグラフは2部
グラフか。
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1 

3  

5

2

4 

完全2部グラフ 𝐾(3,2)

𝑉1 𝑉2



Def 23 オイラーグラフ
すべての辺を含む路を持つグラフを周遊
可能なグラフという.（⼀筆がきが可能）
すべての辺を含む閉じた路を持つ連結グ
ラフをオイラーグラフと呼ぶ.

（周遊可能なグラフの中で始点と終点が
同じもの）
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Th 9

連結グラフGがオイラーグラフである
ための必要⼗分条件は, Gの頂点がす
べて偶頂点（次数が偶数である頂点）
であることである.

周遊可能なグラフの必要⼗分条件は,
Gの頂点がすべて偶頂点か同じ奇頂点
が２個存在することである.

89



例題1 以下のグラフは周遊可
能か、オイラーグラフか︖

90

（１） （2） （3）



例題1 以下のグラフは周遊可
能か、オイラーグラフか︖
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（１） （2） （3）

すべて次数が3で
周遊可能でなく,
オイラーグラフ
でない.



例題1 以下のグラフは周遊可
能か、オイラーグラフか︖

92

（１） （2） （3）

すべて次数が3で
周遊可能でなく,
オイラーグラフ
でない.

すべての次数が
偶数なので周遊
可能で,オイラー
グラフである.



例題1 以下のグラフは周遊可
能か、オイラーグラフか︖
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（１） （2） （3）

すべて次数が3で
周遊可能でなく,
オイラーグラフ
でない.

すべての次数が
偶数なので周遊
可能で,オイラー
グラフである.

奇頂点がちょうど
⼆つなので周遊可
能で,オイラーグ
ラフでない.



まとめ

① 関係（⼆項関係）
② 関係と写像
③ グラフによる表現
④ 関係⾏列
⑤ 有向グラフと無向グラフ
⑥ 隣接集合と隣接⾏列
⑦ ⽊、完全グラフ、クリーク
⑧ 2部グラフ



演習問題
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問題1

𝐴 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 とし，𝐴上の関係

𝑅 = 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑑 , 𝑎, 𝑒 , 𝑏, 𝑏 , 𝑐, 𝑐 , 𝑐, 𝑓 , 𝑑, 𝑑 ,
𝑑, 𝑎 , 𝑑, 𝑒 , 𝑒, 𝑒 , 𝑒, 𝑎 , 𝑒, 𝑑 , 𝑓, 𝑓 , 𝑓, 𝑐

について，有向グラフを⽤いて𝑅を表せ．
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問題2

𝐴 = 1,2,3,4,5 上の関係𝑅について
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴のとき 𝑥𝑅𝑦 : 𝑥 > 𝑦 とすると，関
係⾏列と有向グラフを書け。
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問題3

𝐴 = 𝑛 ∣ −2 ≤ 𝑛 ≤ 5, 𝑛 ∈ ℤ において，
関係𝑅︓「≡ 𝑚𝑜𝑑. 3 」を
𝑚 ≡ 𝑛 𝑚𝑜𝑑. 3 ⇔ 𝑚 − 𝑛は3の倍数
と定義するとき，この関係を直積𝐴"の
部分集合𝑅として表せ．
また，𝑅を有向グラフで表せ．
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