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本授業の構成
第１回 10⽉ 2⽇︓第1回 命題と証明
第２回 10⽉9⽇︓第2回 集合の基礎、全称記号、存在記号
第３回 10⽉16⽇︓第3回 命題論理
第４回 10⽉23⽇︓第4回 述語論理
第５回 10⽉ 30⽇︓第5回 述語と集合
第６回 11⽉ 6⽇︓第6回 直積と冪集合
第７回 11⽉13⽇︓第7回 様々な証明法 (1)
第８回 11⽉20⽇︓第8回 様々な証明法 (2)
第９回 12⽉ 4⽇︓第9回 様々な証明法 （再帰的定義と数学
的帰納法）
第１０回 12⽉11⽇︓第10回 写像 (関数) (1)
第１１回 12⽉18⽇︓第11回 写像 (関数) (2)
第１２回 12⽉25⽇︓第12回 写像と関係︓⼆項関係、関係⾏列、
グラフによる表現
第１３回 1⽉15⽇︓第13回 同値関係
第１４回 1⽉22⽇︓第14回 順序関係︓半順序集合、

ハッセ図、全順序集合、上界と下界
第１５回 1⽉29⽇︓第15回 期末試験
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１．本⽇の⽬標

① 全称命題の証明
② 存在命題の証明
③ 背理法による証明
④ 含意「ならば」型命題の証明
⑤ 場合分けによる証明
⑥ 含意命題の否定の証明
⑦ 集合包含関係の証明
⑧ 複数量化⼦の命題の証明



１．証明とは︖

「証明」は、真理(Truth)を⽴
証するための⼿法である。
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証明の⽅法は分野によって異なる。
Ø 法的真理は、法廷で⽰される証拠と法律、陪
審員、裁判官によって決定される。

Ø 科学的真理は、実験によって確認される。
Ø 哲学的真理は、厳密な論証の積み重ねによっ
て導かれる。

Ø 宗教的真理は、歴史的な宗教のコミュニティ
により決定される。

Ø 組織的真理は、権威により決定づけられる。
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数学での証明の定義
定義
「証明」とは 基礎的公理(Axiom)集合から命
題(Proposition)を導く論理的推論（Logical 
Deduction)の連鎖である。
ß

The Smartest Proof （最も 賢い証明）
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公理
Def 公理とは証明された真の命題のこと

公理の種類
定理 (Theorem) ⾮常に重要な命題
補題(Lemma) 重要な命題を証明するため
に必要な公理の証明
系(corollary) すでに証明されている定理か
ら容易に証明できる命題
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２．証明法
① 全称命題の証明
② 存在命題の証明
③ 背理法による証明
④ 含意「ならば」型命題の証明
⑤ 場合分けによる証明
⑥ 含意命題の否定の証明
⑦ 集合包含関係の証明
⑧ 複数量化⼦の命題の証明
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３．全称命題∀𝑥[𝑃 𝑥 ]の証明

∀𝑥 ∈ 𝑼[𝑃 𝑥 ]の証明の⼿順
(1) 𝑈の不特定の要素が与えられたとする。
その要素を𝑥で表す。（数学の慣例で，
全称命題の束縛変数を不特定の要素とし
てそのまま使う。）

(2) 𝑃(𝑥)が真であることを⽰す。
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例題
∀𝑥 ∈ ℝ[𝑥! + 2𝑥 + 4 > 0]を証明せよ。
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例題
∀𝑥 ∈ ℝ[𝑥! + 2𝑥 + 4 > 0]を証明せよ。
証明
①𝑥 ∈ ℝとする
「 ℝの不特定の要素が与えられたとし，
それを𝑥と表す」 という意味。数学
では上の表現でＯＫ。
この時点で値が⼊⼒され，⾃由変数で
なくなっていることが重要。⾃由変数
はまだ値が得られていないことを⽰す
のでそのままでは述語は命題にはなっ
ていない。 11



例題
∀𝑥 ∈ ℝ[𝑥! + 2𝑥 + 4 > 0]を証明せよ。
証明
①𝑥 ∈ ℝとする．
②𝑥! + 2𝑥 + 4 = 𝑥! + 2𝑥 + 1 + 3

= (𝑥 + 1)!+3
𝑥 ∈ ℝより，

(𝑥 + 1)!≥ 0
従って，𝑥! + 2𝑥 + 4 ≥ 3 > 0
以上より， ∀𝑥 ∈ ℝ[𝑥! + 2𝑥 + 4 > 0] ■12



数学的帰納法
∀𝑛 ∈ ℕ"に関する全称命題の証明法。

(1) 𝑃(1) は真である
(2) ∀𝑛 ∈ ℕ"[𝑃 𝑛 → 𝑃 𝑛 + 1 ]が真である。
の両⽅が成り⽴っていれば
∀𝑛 ∈ ℕ"[𝑃 𝑛 ]が真である。

数学的帰納法については、「証明法」の最後
で詳しく学ぶ。
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４．存在命題∃𝑥[𝑃 𝑥 ]の証明

∃𝑥 ∈ 𝑼[𝑃 𝑥 ]の証明の⼿順

(1) 条件𝑃(𝑥)を満たす𝑈の要素𝑎
を⾒つける。

(2) 𝑃(𝑎)が真であることを⽰す。
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例題１
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0]を証明せよ。
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例題１
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0]を証明せよ。
証明
𝑥! − 5𝑥 + 6 = (𝑥 − 2)(𝑥 − 3)なので
2 < 𝑥 < 3を満たすℝの要素は
𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0を満たす。
従って，
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0] ■
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例題１
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0]を証明せよ。
証明
𝑥! − 5𝑥 + 6 = (𝑥 − 2)(𝑥 − 3)なので
2 < 𝑥 < 3を満たすℝの要素は𝑥! −
5𝑥 + 6 < 0を満たす。従って，
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0] ■
注）「ℝの要素が2 < 𝑥 < 3を満たせ
ば𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0を満たす」ことを
述べているだけで，そのようなℝの要
素が存在するかどうかについては何
も⽰していない。
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誤り証明のわかりやすい補⾜
のための変形問題
∃𝑥 ∈ ℕ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0]を証明せよ。
証明
𝑥! − 5𝑥 + 6 = (𝑥 − 2)(𝑥 − 3)なので2 < 𝑥 < 3を
満たすℕの要素は𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0を満たす。
従って，∃𝑥 ∈ ℕ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0]
■
注）「ℕの要素が2 < 𝑥 < 3を満たせば𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0を満た
す」ことを述べているだけで，そのようなℕの要素が存在する
かどうかについては何も⽰していない。そのため、実際に存在
もしないのに誤った結果を導いている。 18



例題１
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0]を証明せよ。
証明
𝑥 = 2.5 ∈ ℝについて
𝑥! − 5𝑥 + 6 = 6.25 − 12.5 + 6 = −0.25
< 0
従って，
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 5𝑥 + 6 < 0] ■
(𝑥 = 2.5がどこから出てきたかを説明
する必要はない)

19



例題２

∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 4𝑥 + 1 < 0]を証明せよ。
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例題２

∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 4𝑥 + 1 < 0]を証明せよ。
証明
ℝの要素1について，1! − 4×1 + 1 =
− 2 < 0
である。従って、
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 4𝑥 + 1 < 0] ■
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例題２
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 4𝑥 + 1 < 0]を証明せよ。
証明
ℝの要素1について，1! − 4×1 + 1 =
− 2 < 0
である。従って、
∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! − 4𝑥 + 1 < 0] ■
注） 𝑥 = 1はどこから出てきたのかをい
ちいち説明する必要はない。
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５．背理法
存在命題∃𝑥[𝑃 𝑥 ]で「 𝑃(𝑥)を満たす𝑥
を⾒つける」ことは正攻法である。し
かし、そのような𝑥を⾒つけるのが難し
い場合がある。そのような場合は背理
法を⽤いる。
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背理法の⼿順

（１） 「 𝑃(𝑥)を背理法で証明する」と書く。
（２） 「 ¬𝑃(𝑥)を仮定する」と書く。
（３） その結果、⽭盾があることを導く。
（４） 「これは⽭盾である。ゆえに， 𝑃(𝑥)が
証明された。」と書く。
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例題１

素数が無限にあることを証明せよ。
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例題１
素数が無限にあることを証明せよ。
証明

u

u ■
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背理法で証明する。素数が有限個しかないと仮定する。
その個数を𝑛個とし，すべての素数を小さい順にならべ，
それらを 𝑝#, 𝑝!, ⋯ , 𝑝$とする。このとき、 𝑝$は最大の素数で
ある。… ①
このとき，  𝑄 = 𝑝#×𝑝!×⋯×𝑝$+1という数𝑄を考える。
すると， 𝑄の形より，どの素数（𝑝#, 𝑝!, ⋯ , 𝑝$）で割っても
１あまるから𝑄は素数である。
また，①より，最大の素数より大きいから𝑄は素数ではない。
これは矛盾である。ゆえに，素数が無限にあるが証明された。



例題２

2が無理数であることを証明せよ。
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例題２

2が無理数であることを証明せよ。
Def. 
有理数の定義︓有理数は，

𝑛
𝑚

と書ける数。ただし，互いに素な 𝑛 ∈
ℤ,𝑚(≠ 0) ∈ ℤ. 
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例題２ 2が無理数であることを証明せよ。
[証明]

背理法で証明する。 2が有理数であると仮定する。

2 = "
# … ①

と書ける。ただし， 2 > 0より、𝑛、 𝑚は互いに素な1以上の⾃
然数。①の両辺を⼆乗すると，

2 = "!

#! より， 2𝑚! = 𝑛! … ②

これより、 𝑛は偶数。 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ∈ ℕ$とかける 。
②に代⼊すると ，2𝑚!=4𝑘!より𝑚!=2𝑘! … ③

これより， 𝑚は偶数。 𝑛、 𝑚はともに偶数であり，互いに素な
⾃然数の仮定に⽭盾する。ゆえに， 2は無理数である。

■29



６．含意型命題∀𝑥 ∈ 𝑼 𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥
の証明
含意型命題証明の⼿順
これは全称命題の⼀つであるので
①𝑈の要素𝑥が𝑃 𝑥 を満たすと仮定す
る。
②𝑄 𝑥 が真であることを⽰す。
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例題1

∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥 > 4 → 𝑥7 > 3]を証明せよ。
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例題1
∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥 > 4 → 𝑥! > 3]を証明せよ。
[証明]
①実数𝑥が𝑥 > 4を満たすと仮定する。
②4 > 0および実数の法則より，𝑥! >
16である。
16 > 3より，𝑥! > 3である。
従って，
∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥 > 4 → 𝑥! > 3] ■
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例題2
∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥! − 5𝑥 + 6 = 0 → 𝑥 = 2 ∨ 𝑥 = 3]を
証明せよ。
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例題2
∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥! − 5𝑥 + 6 = 0 → 𝑥 = 2 ∨ 𝑥 = 3]を
証明せよ。
[証明]
①実数𝑥が𝑥! − 5𝑥 + 6 = 0を満たすと仮定す
る。
②𝑥! − 5𝑥 + 6 = 𝑥 − 2 𝑥 − 3 = 0
𝑥は実数なので， 𝑥 − 2 = 0または𝑥 − 3 = 0
となる。
従って， 𝑥 = 2または𝑥 = 3となる。
∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥! − 5𝑥 + 6 = 0 → 𝑥 = 2 ∨ 𝑥 = 3]■34



７．∀𝑥 ∈ 𝑼[¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 ]の証
明と場合分け

∀𝑥 [𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]は∀𝑥 [¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 ]と同
値であるので，その証明を考える。
∀𝑥 ∈ 𝑼[¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 ]の⼿順
①𝑈の要素𝑥が𝑃 𝑥 を満たす場合と満た
さない場合に分ける。
②それぞれの場合で¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 が真で
あることを⽰す。
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例題
∀𝑥 ∈ ℝ[¬(𝑥 > 3)⋁(𝑥! > 3)]を
証明せよ。
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例題
∀𝑥 ∈ ℝ[¬(𝑥 > 3)⋁(𝑥! > 3)]を証明せよ。
証明
(1) 𝑥 ≤ 3のとき
¬(𝑥 > 3)は真となり，¬(𝑥 > 3)⋁(𝑥! > 3)は真。
(2) 𝑥 > 3のとき
3 > 0および実数の法則より，𝑥! > 9である。
9 > 3より，𝑥! > 3である。
(𝑥! > 3)は真となり，¬(𝑥 > 3)⋁(𝑥! > 3)は真。以
上より、∀𝑥 ∈ ℝ[¬(𝑥 > 3)⋁(𝑥! > 3)]            ■
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問
∀𝑥 [𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]と∀𝑥 [¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 ]
は論理同値の命題を証明している。
どちらの証明がよいか︖
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∀𝑥 [𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]と
∀𝑥 [¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 ]の証明の違い

6. 含意型命題∀𝑥 [𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]
では、𝑃 𝑥 が真のときのみを証明。
場合分けで𝑃 𝑥 が偽のとき、¬𝑃 𝑥 は
真になるので¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 は必ず真にな
る。なので、その証明を省略して、
𝑃 𝑥 が真のときのみを扱っているのが
含意型命題∀𝑥 [𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]の証明で
ある。
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注意

ただし、含意型の否定の場合には
∀𝑥 [¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 ] が便利である。
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８．含意型命題∀𝑥 ∈
𝑼[𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]の否定
¬ ∀𝑥 ∈ 𝑼[𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ] 
⇔ ¬ ∀𝑥 ∈ 𝑼[¬𝑃 𝑥 ⋁𝑄 𝑥 ]
⇔ ∃𝑥 ∈ 𝑼[𝑃 𝑥 ∧ ¬𝑄 𝑥 ]
「𝑃 𝑥 を満たし、かつ𝑄 𝑥 を満たさない𝑥 ∈ 𝑼が存在
すること」を証明すればよい。結局，存在命題の証明
に帰着する。
∀𝑥 ∈ 𝑼[𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]の否定の証明の⼿順
(1) 𝑃 𝑥 を満たし、かつ𝑄 𝑥 を満たさない𝑼の要素𝑥
を⾒つける。

(2) 𝑃 𝑥 ∧ ¬𝑄 𝑥 が真であることを証明する。41



例 ¬ ∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥! > 9 → 𝑥 > 3] を証明せよ。

42



例 ¬ ∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥! > 9 → 𝑥 > 3] を証明せよ。
証明

¬ ∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥! > 9 → 𝑥 > 3]
≡ ∃𝑥 ∈ ℝ¬ 𝑥! > 9 → 𝑥 > 3

≡ ∃𝑥 ∈ ℝ¬ ¬[𝑥!> 9 ∨ [𝑥 > 3]]
≡ ∃𝑥 ∈ ℝ [𝑥!> 9 ∧ [𝑥 ≤ 3]]

（まず𝑥! > 9 ∧ 𝑥 ≤ 3となる𝑥を⾒つける
→ −4）
ℝの要素−4は，𝑥! = 16 > 9であるが，
-4> 3でない。よって ∃𝑥 ∈ ℝ[𝑥! > 9 ∧ 𝑥 ≤ 3]
従って， ∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥! > 9 → 𝑥 > 3]は偽で
¬ ∀𝑥 ∈ ℝ [𝑥! > 9 → 𝑥 > 3] が成り⽴つ。 ■

43



９.  対偶命題の証明
含意型命題∀𝑥 [𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]
はその対偶 ∀𝑥 [¬𝑄 𝑥 → ¬𝑃 𝑥 ]
と同値である。
ときには，含意型命題∀𝑥 [𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 ]
の証明よりも その対偶命題

∀𝑥 [¬𝑄 𝑥 → ¬𝑃 𝑥 ]
の証明が簡単な場合がある。
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対偶命題∀𝑥 ∈ 𝑼 [¬𝑄 𝑥 →
¬𝑃 𝑥 ]の証明⼿順

(1) 「対偶を証明する」と書き，命題の対偶を書く。
(2) 6.含意型命題証明の⼿順
      (2.1） 𝑈の要素𝑥が¬𝑄 𝑥 を満たすと仮定する。

(2.2)   ¬𝑃 𝑥 が真であることを⽰す。
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例題

∀𝑟 ∈ ℝ" [𝑟 ∉ ℚ → 𝑟 ∉ ℚ]を証明せよ。
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例題
∀𝑟 ∈ ℝ![𝑟 ∉ ℚ → 𝑟 ∉ ℚ]を証明せよ。

証明
対偶∀𝑟 ∈ ℝ![ 𝑟 ∈ ℚ → 𝑟 ∈ ℚ]を証明する。
𝑟 ∈ ℚが存在すると仮定する。このとき，

𝑟 = "
#

を満たす互いに素な𝑛 ∈ ℤ， 0でない𝑚 ∈ ℤが存在する。

両辺を⼆乗すると 𝑟 = "!

#!

このとき， 𝑛,𝑚は互いに素なので，𝑛$ ∈ ℤ, 𝑚$ ∈
ℤ（0でない）も互いに素となり， 𝑟 ∈ ℚである。
従って，∀𝑟 ∈ ℝ![𝑟 ∉ ℚ → 𝑟 ∉ ℚ] ■47



１０．集合包含関係𝐀 ⊆ 𝑩の
証明

𝐀 ⊆ 𝑩は
∀𝑥 ∈ 𝑈 𝑥 ∈ 𝐴 → 𝑥 ∈ 𝐵

と同値。
従って，含意型命題と同じ⼿順により証明する。
証明の⼿順
 (1） 𝑈の要素𝑥が𝑥 ∈ 𝐴を満たすと仮定する。
(2) 𝑥 ∈ 𝐵が真であることを⽰す。
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例題１．

𝑆 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥 > 2 , 𝑇 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥! > 2
とする。
𝑆 ⊆ 𝑇を証明せよ。
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例題１．
𝑆 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥 > 2 , 𝑇 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥! > 2 とする。
𝑆 ⊆ 𝑇を証明せよ。
証明
𝑥 ∈ ℝが𝑥 > 2を満たすと仮定する。
𝑥は正の実数であるので，
両辺を⼆乗して𝑥! > 4を満たす。 4 > 2より，
𝑥! > 2となり， 𝑥 ∈ 𝑇。
従って，∀𝑥 ∈ 𝑅 𝑥 ∈ 𝑆 → 𝑥 ∈ 𝑇 ，𝑆 ⊆ 𝑇が証明
される。 ■
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例題２
𝑛 ∈ ℕ5に対し，集合𝐴"を
𝐴" = 𝑥 ∈ ℝ|𝑥 + 1 < #

"
とし，集合系

𝐴"|𝑛 ∈ ℕ$ を考える。
このとき，

S
"%#

&

𝐴" = {𝑥|∃𝑛(𝑥 + 1 <
1
𝑛
)} ⊆ 𝑥 𝑥 < 0

を証明せよ。
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例題２
𝑛 ∈ ℕ"に対し，集合𝐴$を𝐴$ = 𝑥 ∈ ℝ|𝑥 + 1 < #

$
と

し，集合系 𝐴$|𝑛 ∈ ℕ" を考える。
このとき，⋃"%&' 𝐴" = {𝑥|∃𝑛(𝑥 + 1 < &

")} ⊆ 𝑥 𝑥 < 0

を証明せよ。
[証明]

𝑥 ∈ ℝが𝑥 ∈ ⋃$%#
& 𝐴$を満たすと仮定する。

L
$%#

&

𝐴$ = 𝑥 ∃𝑛 𝑥 + 1 < 1
𝑛 = 𝑥 𝑥 + 1 < 1

１

= 𝑥 𝑥 < #
#
− 1 = 𝑥 𝑥 < 0 .	𝑥 ∈ 𝑥 𝑥 < 0 より

⋃"%#
& 𝐴" ⊆ 𝑥 𝑥 < 0 ■ 52



例題２
𝑛 ∈ ℕ"に対し，集合𝐴$を𝐴$ = 𝑥 ∈ ℝ|𝑥 + 1 < #

$
と

し，集合系 𝐴$|𝑛 ∈ ℕ" を考える。
このとき，⋃"%&' 𝐴" = {𝑥|∃𝑛(𝑥 + 1 < &

")} ⊆ 𝑥 𝑥 < 0

を証明せよ。
[証明]

𝑥 ∈ ℝが𝑥 ∈ ⋃$%#
& 𝐴$を満たすと仮定する。

L
$%#

&

𝐴$ = 𝑥 ∃𝑛 𝑥 + 1 < 1
𝑛 = 𝑥 𝑥 + 1 < 1

１

= 𝑥 𝑥 < #
#
− 1 = 𝑥 𝑥 < 0 .	𝑥 ∈ 𝑥 𝑥 < 0 より

⋃"%#
& 𝐴" ⊆ 𝑥 𝑥 < 0 ■ 53
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"が最⼤になるように𝑛を選ぶと𝑛 = 1



例題3

𝑛 ∈ ℕ$に対し，集合𝐴"を

𝐴" = 𝑥 ∈ ℤ| − 5 < 𝑥 + 1 < #
"
とし，

集合系 𝐴"|𝑛 ∈ ℕ$ を考える。このとき，
⋃"%#
& 𝐴" = {𝑥|∃𝑛(−5 < 𝑥 + 1 < #

"
)} =

𝑥 −5,−4,−3,−2,−1 を証明せよ。
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例題3

𝑛 ∈ ℕ$に対し，集合𝐴"を

𝐴" = 𝑥 ∈ ℤ| − 5 < 𝑥 + 1 < #
"
とし，

集合系 𝐴"|𝑛 ∈ ℕ$ を考える。このとき，
⋃"%#
& 𝐴" = {𝑥|∃𝑛(−5 < 𝑥 + 1 < #

"
)} =

𝑥 −5,−4,−3,−2,−1 を証明せよ。
証明の⽅針:集合の相等の定義に戻れ。

𝐴 = 𝐵 ⇔ 𝐴 ⊆ 𝐵⋀𝐵 ⊆ 𝐴
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例題３
𝑛 ∈ ℕ$に対し，集合 𝐴"を 𝐴" = 𝑥 ∈ ℤ| − 5 < 𝑥 + 1 < &

"
とし，

集合系 𝐴"|𝑛 ∈ ℕ$ を考える。このとき，

⋃"%&' 𝐴" = {𝑥|∃𝑛(−5 < 𝑥 + 1 < &
")} = 𝑥 −5,−4,−3,−2,−1

を証明せよ。
[証明]

(1) 𝑥 ∈ ℤが𝑥 ∈ ⋃"%&' 𝐴"を満たすと仮定する。

⋃"%&' 𝐴" = 𝑥 ∃𝑛 −5 < 𝑥 + 1 < &
" = 𝑥 −5 − 1 < 𝑥 < &

&− 1 .

従って⋃"%&' 𝐴" ⊆ 𝑥 −5,−4,−3,−2,−1 . 
(2) 𝑥 ∈ ℤが𝑥 ∈ 𝑥 −5,−4,−3,−2,−1 を満たすと仮定する。
− 5,−4,−3,−2,−1は,すべて⋃"%&' 𝐴" = 𝑥 ∃𝑛 −5 < 𝑥 + 1 < &

"
の要素を満たす。従って⋃"%&' 𝐴" ⊇ 𝑥 −5,−4,−3,−2,−1 .
(1)(2)より⋃"%&' 𝐴" = 𝑥 −5,−4,−3,−2,−1 ■
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例題4
𝑆 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥 > 3 , 𝑇 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥! > 3
とする。
𝑇 ⊈ 𝑆を証明せよ。
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例題4

𝑆 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥 > 3 , 𝑇 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥! > 3
とする。
𝑇 ⊈ 𝑆を証明せよ。
定義に戻れ
𝑇 ⊆ 𝑆 ⟺ ∀𝑥[𝑥 ∈ 𝑇 → 𝑥 ∈ 𝑆]
𝑇 ⊈ 𝑆 ⟺ ¬[∀𝑥[𝑥 ∈ 𝑇 → 𝑥 ∈ 𝑆]]
含意の否定は∃𝑥[𝑥 ∈ 𝑇 ∧ 𝑥 ∉ 𝑆]が便利
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例題4
𝑆 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥 > 3 , 𝑇 = 𝑥 ∈ ℝ 𝑥! > 3 とする。
𝑇 ⊈ 𝑆を証明せよ。
[証明]

𝑇 ⊈ 𝑆 ⟺ ¬[∀𝑥[𝑥 ∈ 𝑇 → 𝑥 ∈ 𝑆]]の証明なので
∃𝑥[𝑥 ∈ 𝑇 ∧ 𝑥 ∉ 𝑆]を証明すればよい。
ℝの要素𝑥 =3は，(3)!= 9 > 3なので
𝑥 ∈ 𝑇。しかし， 3 ≤ 3なので𝑥 ∉ 𝑆。
従って， ∃𝑥[𝑥 ∈ 𝑇 ∧ 𝑥 ∉ 𝑆]となり， 𝑇 ⊈ 𝑆 ■

59



11. ２変数以上の述語と⼊れ⼦
になった量化⼦

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈×𝑉のとき，𝑃(𝑥, 𝑦)の真理集合は
{(𝑥, 𝑦)|𝑃 𝑥, 𝑦 }

で𝑈×𝑉の部分集合になる。

まず，２変数以上の演算に慣れるために
復習しよう︕︕
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例題１

⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℕについての述語
「 𝑥 + 𝑦 < 5」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。
𝑃(𝑥, 𝑦)の真理集合{(𝑥, 𝑦)|𝑃 𝑥, 𝑦 }
を求めよ。
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例題１
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℕについての述語「 𝑥 +
𝑦 < 5」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。 𝑃(𝑥, 𝑦)の真理
集合{(𝑥, 𝑦)|𝑃 𝑥, 𝑦 }を求めよ。
[解答]

𝑃(𝑥, 𝑦)の真理集合
{(𝑥, 𝑦)|𝑃 𝑥, 𝑦 }はℕ!の部分集合で，
𝑥, 𝑦 𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 𝑥 + 𝑦 < 5

= { 0,0 , 0,1 , 0,2 , 0,3 , 0,4 , 1,0 , 1,1 , 1,2 ,
1,3 , 2,0 , 2,1 , 2,2 , 3,0 , 3,1 , (4,0)}
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例題２

𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦につい
ての述語「 2𝑥 − 𝑦 = 0」を
𝑄(𝑥, 𝑦)で表す。 𝑄(𝑥, 𝑦)の真理
集合{(𝑥, 𝑦)|𝑄 𝑥, 𝑦 }を𝑡を⽤い
て求めよ。
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例題２
𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦についての述語
「 2𝑥 − 𝑦 = 0」を𝑄(𝑥, 𝑦)で表す。
𝑄(𝑥, 𝑦)の真理集合{(𝑥, 𝑦)|𝑄 𝑥, 𝑦 }を𝑡を
⽤いて求めよ。
[解答]
𝑄(𝑥, 𝑦)の真理集合
{(𝑥, 𝑦)|𝑄 𝑥, 𝑦 }はℝ!の部分ベクトル空
間で， 𝑥, 𝑦 𝑄 𝑥, 𝑦

= 𝑥, 𝑦 ∃𝑡 ∈ ℝ[ 𝑥, 𝑦 = 𝑡(1,2)]
= {𝑡(1,2)| 𝑡 ∈ ℝ}
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例題3
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦についての
述語「 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0」を𝑃(𝑥, 𝑦), 
「 𝑥6 + 𝑦6 − 1 = 0」を𝑄(𝑥, 𝑦)で表
す。𝑃(𝑥, 𝑦)⋀𝑄(𝑥, 𝑦)の真理集合
{(𝑥, 𝑦)|𝑃(𝑥, 𝑦)⋀𝑄(𝑥, 𝑦)}を求めよ。
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例題3
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦についての述語
「 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0」を𝑃(𝑥, 𝑦), 「 𝑥! + 𝑦! −
1 = 0」を𝑄(𝑥, 𝑦)で表す。𝑃(𝑥, 𝑦)⋀𝑄(𝑥, 𝑦)の
真理集合{(𝑥, 𝑦)|𝑃(𝑥, 𝑦)⋀𝑄(𝑥, 𝑦)}を求めよ。
[解答]
𝑃(𝑥, 𝑦)⋀𝑄(𝑥, 𝑦)の真理集合
{(𝑥, 𝑦)|𝑃(𝑥, 𝑦)⋀𝑄(𝑥, 𝑦)}はℝ!の部分集合で，
𝑃(𝑥, 𝑦)と𝑄(𝑥, 𝑦)の𝑥, 𝑦についての連⽴⽅程式
である。2𝑥! − 2𝑥 = 0より，𝑥 𝑥 − 1 =
0．𝑥 = 0,1, 従って、
{(𝑥, 𝑦)|𝑃(𝑥, 𝑦)⋀𝑄(𝑥, 𝑦)} = { 0,1 , (1,0)}

66



同じ量化⼦が続けて出てくる場合
は順序は気にする必要はない︕︕

例１ 以下の命題は互いに同値。
(1) ∀𝑥 ∈ 𝑈, ∀𝑦 ∈ 𝑉 𝑃 𝑥, 𝑦
(2) ∀𝑦 ∈ 𝑉, ∀𝑥 ∈ 𝑈 [𝑃(𝑥, 𝑦)]
(3) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈×𝑉 [𝑃(𝑥, 𝑦)]
例2 以下の命題は互いに同値。
(1) ∃𝑥 ∈ 𝑈,∃𝑦 ∈ 𝑉 𝑃 𝑥, 𝑦
(2) ∃𝑦 ∈ 𝑉, ∃𝑥 ∈ 𝑈 [𝑃(𝑥, 𝑦)]
(3) ∃(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈×𝑉 [𝑃(𝑥, 𝑦)]
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全称量化⼦と存在量化⼦が⼊れ⼦
の場合は順序で意味が変わるので
注意すべし︕︕
問題
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦について
の述語「 𝑥 ≤ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表
す。このとき，以下の命題は真
か︖
(1) ∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]

68



全称量化⼦と存在量化⼦が⼊れ⼦
の場合は順序で意味が変わるので
注意すべし︕︕
問題
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦についての述
語「𝑥 ≤ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。このと
き，以下の命題は真か︖
(1) ∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ] : すべての𝑥につい
て「ある𝑦について𝑥 ≤ 𝑦」。 「ある
𝑦について𝑥 ≤ 𝑦」の真理集合はℝな
ので， ∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ] は真。 69



問題
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦についての述語
「𝑥 ≤ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。このとき，
以下の命題は真か︖
[証明]
(1) ∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ] :
𝑥 ∈ ℝとする。∃𝑦[𝑥 ≤ 𝑦]を証明すれば
よい.
𝑦 = 𝑥 + 1とすると，𝑥 ≤ 𝑦を満たす。
従って， ∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]      ■
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全称量化⼦と存在量化⼦が⼊れ⼦
の場合は順序で意味が変わるので
注意すべし︕︕
問題
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦について
の述語「 𝑥 ≤ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表
す。このとき，以下の命題は真
か︖
(2) ∃𝑦∀𝑥[𝑃 𝑥, 𝑦 ]
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全称量化⼦と存在量化⼦が⼊れ⼦
の場合は順序で意味が変わるので
注意すべし︕︕
問題
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦についての述
語「𝑥 ≤ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。このと
き，以下の命題は真か︖
(2)∃𝑦∀𝑥[𝑃 𝑥, 𝑦 ] :ある𝑦について「す
べての𝑥について𝑥 ≤ 𝑦」。 「すべて
の𝑥について𝑥 ≤ 𝑦」の真理集合は∅
なので， ∃𝑦∀𝑥[𝑃 𝑥, 𝑦 ]は偽。 72



問題
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ⾃由変数𝑥, 𝑦についての述語「𝑥 ≤ 𝑦」を
𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。このとき，以下の命題は真か︖
[証明]
(2) ∃𝑦∀𝑥[𝑃 𝑥, 𝑦 ] :∀𝑥[𝑥 ≤ 𝑦]となる𝑦は存在しない。
∃𝑦∀𝑥[𝑃 𝑥, 𝑦 ]は偽。 →命題の否定へ
¬∃𝑦∀𝑥[𝑃 𝑥, 𝑦 ] ≡ ∀𝑦∃𝑥[¬𝑃 𝑥, 𝑦 ] ≡ ∀𝑦∃𝑥[𝑥 > 𝑦]

を証明すればよい。𝑦 ∈ ℝとする。
𝑥 = 𝑦 + 1とすると、𝑥 > 𝑦を満たす.
よって，∀𝑦∃𝑥 𝑥 > 𝑦 ≡ ¬∃𝑦∀𝑥[𝑃 𝑥, 𝑦 ]
従って∃𝑦∀𝑥[𝑃 𝑥, 𝑦 ]は偽．

■
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１２．量化⼦が⼊れ⼦になった命
題の証明
u証明の⼿順
• 命題を構成している最も先頭の量化⼦に注⽬する。
このあとは全称命題、存在命題の証明法に従う。

• 最も先頭の量化⼦が全称量化⼦であれば、束縛変
数に不特定の与えられた値(xなど）が得られたとし
て，内側の述語にすすむ。

• 最も先頭の量化⼦が存在量化⼦であれば、存在
するとされる値を⾒つけ出して、束縛変数にその
値を代⼊してから内側にすすむ。

u 注意） 次の段階に移るときには、最も先頭の量化⼦が外れ
ていて、最も先頭の量化⼦の対象となっていた束縛変数には
値が代⼊されている状態であること。
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例題１
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述語
「 𝑥6 + 2𝑥 + 1 ≥ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で
表す。このとき，∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]
を証明せよ。
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例題１
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述語「 𝑥! +
2𝑥 + 1 ≥ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。このとき，
∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]を証明せよ。
[証明]

𝑥 ∈ ℝとする。𝑥! + 2𝑥 + 1 ≥ 𝑦となる𝑦を⾒
つける。
𝑦 = 0とすると，𝑥! + 2𝑥 + 1 = (𝑥 + 1)!≥ 0
より，
𝑥! + 2𝑥 + 1 ≥ 𝑦.
すなわち， ∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]は真となる。
■
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例題2
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述語
「 𝑥6 + 2𝑥 + 1 ≤ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で
表す。このとき，∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]
を証明せよ。
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例題2
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述語「 𝑥! +
2𝑥 + 1 ≤ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。このとき，
∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]を証明せよ。
[証明]

𝑥 ∈ ℝとする。さらに，𝑦 = 𝑥! + 2𝑥 + 1 +
1とする。このとき，𝑥! + 2𝑥 + 1 < 𝑥! +
2𝑥 + 1 + 1より，𝑥! + 2𝑥 + 1 ≤ 𝑦，すなわ
ち， ∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]は真となる。■
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例題2
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述語「 𝑥! + 2𝑥 +
1 ≤ 𝑦」を𝑃 𝑥, 𝑦 で表す。このとき，
∀𝑥∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]を証明せよ。
[証明]

𝑥 ∈ ℝとする。さらに，𝑦 = 𝑥! + 2𝑥 + 1 + 1とす
る。(∃𝑦は𝑥! + 2𝑥 + 1 ≤ 𝑦となる𝑦を⾒つける)(こ
の問題は𝑦を数値で求められないので 𝑦を𝑥の関
数で求める。実はこのような⽅法が数学ではよ
く⽤いられる。)

このとき，𝑥! + 2𝑥 + 1 < 𝑥! + 2𝑥 + 1 + 1より，
𝑥! + 2𝑥 + 1 ≤ 𝑦，すなわち， ∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]は真
となる。                                  ■
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例題３
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述語
「𝑦 ≤ 𝑥6 + 2𝑥 + 1」を𝑄 𝑥, 𝑦 で
表す。このとき，∃𝑦∀𝑥[𝑄 𝑥, 𝑦 ]
を証明せよ。
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例題３
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述語「𝑦 ≤
𝑥! + 2𝑥 + 1」を𝑄 𝑥, 𝑦 で表す。このと
き，∃𝑦∀𝑥[𝑄 𝑥, 𝑦 ]を証明せよ。
証明
𝑦 = −1とする。(注）このとき，なぜ−1
かは説明する必要はない。)

 𝑥 ∈ ℝとする。𝑥! + 2𝑥 + 1 = (𝑥 + 1)!≥
0より，𝑦 ≤ 𝑥! + 2𝑥 + 1 .
すなわち， ∃𝑦∀𝑥[𝑄 𝑥, 𝑦 ]は真となる。
■
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１３．量化⼦が⼊れ⼦になった述
語の否定
⼿順
(1) 全体の外側に¬をつける。
(2) ¬ を量化⼦の内側にいれていく。
このとき、存在量化⼦を全称量化⼦
に、全称量化⼦を存在量化⼦に変え
ていく。
例
¬(∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]) 82



量化⼦が⼊れ⼦になった述語の否
定
⼿順
(1) 全体の外側に¬をつける。
(2) ¬ を量化⼦の内側にいれていく。

このとき、存在量化⼦を全称
量化⼦に、全称量化⼦を存在量化⼦
に変えていく。
例 ¬(∀𝑥 ∃𝑦[𝑃 𝑥, 𝑦 ]) ≡
∃𝑥¬(∃𝑦𝑃(𝑥, 𝑦)) ≡ ∃𝑥 ∀𝑦¬[𝑃 𝑥, 𝑦 ]
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例題
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述
語「𝑦 > 𝑥6 + 2𝑥 + 1」を𝑄 𝑥, 𝑦
で表す。このとき，
¬[∀𝑦∃𝑥[𝑄 𝑥, 𝑦 ]]を証明せよ。
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例題
⾃由変数𝑥, 𝑦 ∈ ℝについての述語「𝑦 >
𝑥! + 2𝑥 + 1」を𝑄 𝑥, 𝑦 で表す。このとき，
¬[∀𝑦∃𝑥[𝑄 𝑥, 𝑦 ]]を証明せよ。
[証明]

¬ ∀𝑦∃𝑥[𝑄 𝑥, 𝑦 ] ≡ ∃𝑦∀𝑥 ¬𝑄 𝑥, 𝑦
≡ ∃𝑦∀𝑥[𝑦 ≤ 𝑥! + 2𝑥 + 1].

𝑦 = 0とする。
𝑥 ∈ ℝとする。𝑥! + 2𝑥 + 1 = (𝑥 + 1)! ≥ 0
より，𝑦 ≤ 𝑥! + 2𝑥 + 1. すなわち，
¬[∀𝑦∃𝑥[𝑄 𝑥, 𝑦 ]]は真となる。     ■
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15. 良い証明のためのTips
1. 最初に証明の仕⽅を宣⾔する。Ex. ①…を証明するために背理法を
⽤いる。 ②. …を証明するために以下の場合に分ける。③ …を証明
するために数学的帰納法を⽤いる。

2. 独⽴の数式や理由をバラバラにつなぎ合わせているような証明は
よくない。順序だてて、次の式や⽂をステップごとに導いている
ように構成しなければならない。

3. 多くの初⼼者が説明を少なくし、計算結果を⻑く書く。証明とは
⽂章である。読者の⽴場に⽴ち、計算は結果のみでよく、その理
由やあらすじを⽂章で書け。

4. よく推敲（読み直し）、なるべくシンプルに書け。
5. ⻑い証明は 構造化せよ。 定理 (Theorem) 、補題(Lemma) 、
系(corollary)に分解するのもよい。

6. 「〜は明らか」はよく⽤いられる。しかし、 読者にとって本当に
「〜は明らか」なのかを考えよ。

7. わからないのは読者のせいではない。どのようにすればわかりや
すい証明になるか、読者が「確かに︕」と納得してくれるかを考
えよ。

8. 読者は上のような作法になれている読者であると考えて書け。
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まとめ

① 全称命題の証明
② 存在命題の証明
③ 背理法による証明
④ 含意「ならば」型命題の証明
⑤ 場合分けによる証明
⑥ 含意命題の否定の証明
⑦ 集合包含関係の証明
⑧ 複数量化⼦の命題の証明
⑨ 証明の考え⽅︕︕
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演習問題(第7回)
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問題１．変数𝑥 ∈ ℝについての以下
の述語が真であればそれを証明し，
偽であれば否定を証明せよ。
1. ∀𝑥 ∈ ℝ 𝑥! − 2𝑥 + 1 = 0

2. ∀𝑥 ∈ ℝ 𝑥! − 4𝑥 + 4 > 0
3. ∃𝑥 ∈ ℝ 𝑥! − 4𝑥 + 4 < 0
4. ∃𝑥 ∈ ℝ 𝑥 ≠ 1⋀𝑥! = 1
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問題2 以下の命題の真偽を証明
せよ。

(1) 𝑛が2以上の奇数ならば、 𝑛は⼆つの素数
の和で⽰される
(2) 0 ≤ 𝑥 ≤ 2ならば、 −𝑥' + 4𝑥 + 1 > 0
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演習問題(第8回)



問題1 以下の述語が真であればそ
れを証明し，偽であれば否定を証明せ
よ。

1. ∃𝑥 ∈ ℝ,∀𝑦 ∈ ℝ 𝑥𝑦 = 0
2. ∃𝑎, ∃𝑏 ∈ ℤ, ∀𝑐, ∀𝑑 ∈ ℤ[𝑎! − 𝑏! = 𝑐𝑑]
3.  ∀𝑐, ∀𝑑 ∈ ℤ, ∃𝑎, ∃𝑏 ∈ ℤ[𝑎! − 𝑏! = 𝑐𝑑]
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問題 2 以下を証明せよ

任意の集合A,B,Cに対して 𝐴 ∩ 𝐶 − 𝐵 ×a
b

𝐵 ∩
𝐶 − 𝐴 = (𝐴×𝐵) ∩ ( 𝐶 − 𝐵 × 𝐶 − 𝐴 )
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問題3． 変数𝑥, 𝒚 ∈ ℝについて「𝑥 ≤ 𝑦」を
𝑃 𝑥, 𝑦 , 「𝒙𝟐 − 𝒚 = 𝟎」を𝑄 𝑥, 𝑦 とかく。
以下が真か偽か答えよ．

1 𝑃 1, 𝑦 ,  (2) 𝑃 𝑥, 3 , (3) 𝑄 −2,4 ,
(4) 𝑄 𝑥, 2 ,(5) ∃𝑥𝑄 𝑥, 𝑦 , (6)∃𝑦𝑄 𝑥, 𝑦 , 
(7)∀𝑥𝑃 𝑥, 𝑦 , (8) ∃𝑥𝑃 𝑥, 𝑦 ,  (9) ∀𝑦∃𝑥𝑄 𝑥, 𝑦 , 
(10) ∀𝑥∃𝑦𝑄 𝑥, 𝑦 ,(11) ∃𝑦∀𝑥𝑃 𝑥, 𝑦 ,

(12) ∀𝑦∃𝑥𝑃 𝑥, 𝑦

94



問題4． ⾃由変数𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ
について次の述語を証明せよ

(1) ∀𝑧∃𝑦 [𝑥 ≥ 𝑦 → ! 𝑥 > 𝑧]
(2) 𝑦 > 0 → ∃𝑥[(𝑥 < 𝑦) ∧ (2𝑥 > 𝑦)]
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問題5

Def 「 𝑥 ∈ 𝐴 → 𝑥 ≤ 𝑟」が成り⽴つとき，
𝑟は𝐴の上界である。
を⽤いて以下の命題を証明せよ。

𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 < 2}
「2は𝐵の上界である」。
注１） 𝐵は最⼤値を持っていない。しかし、
上界を持つ。
注２） 𝐴が上界を持つとき，「 𝐴は上に有
界である」という。
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問題6
Def 集合𝐴と𝑟 ∈ ℝについて，
「 𝑟が𝐴の上界であり，
かつ「 𝑦が𝐴の上界ならば𝑦 ≥ 𝑟である」とき，
𝑟は𝐴の上限である」という。

 注︓ 𝑟が𝐴の最⼩の上界であるとき， 𝑟は𝐴の上限である。
問い︓ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 < 2}
のとき、「2は𝐵の上限である」を証明せよ。
ヒント 対偶︓ 「y < 2ならば𝑦は𝐵の上界でない」
--à y < 2 → ∃𝑥[𝑥 ∈ 𝐵 ∧ 𝑥 > 𝑦]」を⽤いよ。
-à y < 2を仮定し， 𝑥 = ($!

!
とおけ。
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問題7
Def 
∀𝑟 ∈ ℝ, ∃𝑛 ∈ ℕ[𝑚 > 𝑛 → 𝑓 𝑚 > 𝑟] が成
り⽴つとき，「 ℕ → ℝの関数𝑓は正の無
限⼤に発散する」という。
問

𝑓:ℕ → ℝ, 𝑓 𝑛 = 𝑛
𝑔:ℕ → ℝ, 𝑔 𝑛 = (−1)" 𝑛

(a)関数𝑓は正の無限⼤に発散することを
証明せよ。
(b)関数𝑔は正の無限⼤に発散しないこと
を証明せよ。 98


