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0.1 本実験について
• 実験テキストと課題で使うデータセットは，
http://www.ai.lab.uec.ac.jp/実験/ からダウンロードできる．

• 予定
期日 内容
10 月 4 日（水） 13:00 – 14:30 講義：ベイズとコンピュータサイエンス、ビッグデータ、ＡＩ
10 月 4 日（水） 14:40 – 16:10 講義：ベイズとコンピュータサイエンス、ビッグデータ、ＡＩ
10 月 9 日（月） 13:00 – 14:30 講義：確率
10 月 9 日（月） 14:40 – 16:10 講義：確率
10 月 11 日（水） 13:00 – 14:30 実験課題
10 月 11 日（水） 14:40 – 16:10 実験課題
10 月 16 日（月） 13:00 – 14:30 講義：最尤法とベイズ的アプローチ
10 月 16 日（月） 14:40 – 16:10 講義：最尤法とベイズ的アプローチ
10 月 18 日（水） 13:00 – 14:30 実験課題
10 月 18 日（水） 14:40 – 16:10 実験課題
10 月 23 日（月） 13:00 – 14:30 講義：Naive Bayes，TAN，ディリクレモデル
10 月 23 日（月） 14:40 – 16:10 講義：Naive Bayes，TAN，ディリクレモデル
10 月 25 日（水） 13:00 – 14:30 実験課題
10 月 25 日（水） 14:40 – 16:10 実験課題

• 課題について

– 課題は全部で 14個ある．
– 注意：絶対に人のソースをコピーしたりしないこと．発覚した場
合は不合格になる．

– 実装で使うプログラム言語はどれでもよい．ただし，課題 12以降
については javaで書いた穴あきのソースコードを用意してあるた
め，javaを推奨する．

• 成績 : 課題の提出数（＋質）を基準とする．
　　　⇒ 最期まですべて実装が正しくできれば優　　　　

• 質問や意見があれば kato@ai.lab.uec.ac.jp までお知らせください．
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第1章 確率とビリーフ

1.1 確率
本節では，まず，確率 (probability)を定義する．確率を定義するためには，

それが対象とする事象 (event)の集合を定義しなければならない．

定義 1 σ 集合体　
Ω を標本空間 (sample space)とし，Aが以下の条件を満たすならば σ集合体
(σ-field)と呼ぶ．

1. Ω ∈ A

2. A ∈ A ⇒ Ac ∈ A (ただし，Ac = Ω \A)

3. A1, A2, . . . ∈ A ⇒
⋃∞

n=1An ∈ A

つまり，互いに素な事象の和集合により新しい事象を生み出すことができ，
それら全ての事象を含んだ集合を σ集合体と呼ぶ．
σ集合体上で確率 (probability)は以下のように定義される．

定義 2 　確率測度
今, σ 集合体 A 上で，次の条件を満たす測度 (measure)P を，確率測度

(probability measure)とよぶ (Kolmogorov 1933)．
1. A ∈ Aについて, 0 ≤ P (A) ≤ 1

2. P (Ω) = 1

3. 互いに素な事象列 {An}∞n=1 に対して，

P

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An)

上の定義では,1.は確率が 0から 1の値をとること,2.は全事象の確率が 1に
なること,3.は互いに素な事象の確率はそれぞれの確率の和で求められること,

が示されている．特に 3の条件を, 確率の加法性 (additivity)と呼ぶ．また，
三つ組 (Ω,A, P )を確率空間 (probability space)と呼ぶ．
以下，確率の重要な性質を導こう．
定義 1.の 2.より，P (Ac) = P (Ω \A) = P (Ω)− P (A) = 1− P (A)となる

ことがわかる．これより，以下の定理が成り立つ．
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定理 1 余事象の確率　事象 Aの余事象 (complementary event)の確率は以
下のとおりである．

P (Ac) = 1− P (A)

また,定義 1.の 2.より，P (ϕ) = P (Ωc) = 1 − P (Ω) = 1 − 1 = 0となる．
これより,以下の定理が成り立つ．

定理 2 　境界 P (ϕ) = 0

さらに，A ⊂ B のとき,P (A)と P (B)の関係について考えよう．
A ⊂ B より，∃B′ : B = A ∪ B′, A ∩ B′ = ϕが成り立つ．定義 1.の 3.よ

り，P (B) = P (A) + P (B′), 定義 1.の 2.より，　 0 ≤ P (B′) ≤ 1,が成り立
ち，結果として，P (A) ≤ P (B)が成り立つことがわかる．これを以下のよう
に単調性 (monotonicity) と呼ぶ．

定理 3 　単調性
A ⊂ B のとき P (A) ≤ P (B)

定義 2.の 3.では，互いに素な事象の和の確率はそれぞれの事象の確率の
和で求めることができた．では，互いに素ではない事象の和はどのように求
められるのであろうか？以下のように求められる．
A ∪B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) ∪ (A ∩B)より，P (A ∪B) = P (A ∩Bc) +

P (Ac ∩B) + P (A ∩B) が成り立つ．
ここで，P (A∩Bc) = P (A)−P (A∩B)，P (Ac ∩B) = P (B)−P (A∩B)

を代入して，P (A ∩ Bc) + P (Ac ∩ B) + P (A ∩ B) = P (A) − P (A ∩ B) +

P (B)− P (A ∩B) + P (A ∩B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

これを以下のように確率の和法則 (Additional low of probability)と呼ぶ．

定理 4 　確率の和法則
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

1.2 主観確率
前節で確率を数学的に定義した．しかし，確率の実際的な解釈には二つの

立場がある．最も一般的な解釈が，ラプラスの頻度主義である．
コインを何百回も投げて表が出た回数 (頻度) を数えて，その割合を求め

ることを考えよう．今，投げる回数を n, とし，表の出た回数を n1 とする
と,n→ ∞のとき,

n1
n

→ 1

2

となることが予想される．このように,何回も実験を繰り返して n回中,事象
Aが n1 回出たとき，n1/nを Aの確率と解釈するのが頻度主義である．
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しかし，この定義では真の確率は無限回実験をしなければ得られないので
得ることは不可能である．また，科学的実験が可能な場合にのみ確率が定義
され，実際の人間が扱う不確かさに比べて極めて限定的になってしまう．
一方,より広く確率を捉える立場として,人間の個人的な主観確率 (subjective

probability)として解釈する立場がある．
ベイジアン (Bayesian;ベイズ主義者)は,確率を主観確率として扱う．次節

で導出されるベイズの定理を用いる人々をベイジアンだと誤解されているが,

ベイズの定理は確率の基本定理で数学的に議論の余地のないものであり,頻度
主義者も用いる．
例えば,松原 (2010)では以下のような主観確率の例が挙げられている．

1. 第三次世界大戦が 20XX年までに起こる確率が 0.01

2. 明日,会社の株式の価格が上がる確率が 0.35

3. 来年の今日,東京で雨が降る確率が 0.5

ベイズ統計では, これらの主観確率は個人の意思決定のための信念として
定義され, ビリーフ (belief)と呼ばれる．当然，頻度論的確率を主観確率の一
種とみなすことができるが，その逆は成り立たない．本書では,ベイズ統計の
立場に立ち,確率をビリーフの立場で解釈する．ビリーフの具体的な決定の仕
方などは厳密な理論に興味のある読者は Bernardo and Smith(1994), Berger

(1985)を参照されたい．

1.3 条件付き確率と独立
本節では，条件付き確率と独立を定義する．

定義 3 　条件付き確率
A ∈ A, B ∈ Aについて，事象Bが起こったという条件の下で，事象Aが起
こる確率を条件付き確率 (conditional probablity)と呼び，

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)

　で示す．

　
このとき，P (A|B) = P (A∩B)

P (B) 　より以下の乗法公式が成り立つ．

定理 5 乗法公式

P (A ∩B) = P (A|B)P (B)
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このとき,P (A ∩B)を Aと B の同時確率 (joint probability)と呼ぶ．
次に，事象の独立を以下のように定義する．

定義 4 　独立
ある事象の生起する確率が，他のある事象が生起する確率に依存しないとき，
2つの事象は独立 (independent)であるという．すなわち事象 Aと事象 Bが
独立とは P (A|B) = P (A)であり，

P (A ∩B) = P (A)P (B)

が成り立つことをいう．

さらに乗法公式を一般化すると以下のチェーンルールが導かれる．

P (A ∩B ∩ C) = P (A|B ∩ C)P (B | C)P (C)

これは,3個以上の事象にも拡張できるので,チェーンルール (Chain rule)は
以下のように書ける．

定理 6 チェーンルールN 個の事象 {A1, A2, . . . , AN}について

P (A1∩A2∩· · ·∩AN ) = P (A1|A2∩A3∩. . .∩AN )P (A2 | A3∩A4∩. . .∩AN ) · · ·P (AN )

が成り立つ．

1.4 ベイズの定理
本節では，条件付き確率より，ベイズ統計にとって最も重要なベイズの定

理を導出する．
ベイズの定理を導出する前に，互いに背反な事象A1, A2, · · · , An，(Ai ∈ A)

が全事象 Ωを分割しているとき，事象 B ∈ Aについて以下が成り立つこと
がわかる．

n∑
i=1

P (Ai)P (B|Ai) =

n∑
i=1

P (Ai)
P (Ai ∩B)

P (Ai)

=

n∑
i=1

P (Ai ∩B) = P (Ω ∩B) = P (B)

これを以下の全確率の定理と呼ぶ．

定理 7 　全確率の定理 (total probability theorem)

互いに背反な事象 A1, A2, · · · , An，(Ai ∈ A)が全事象 Ωを分割していると
き，事象 B ∈ Aについて, P (B) =

n∑
i=1

P (Ai)P (B|Ai) が成り立つ．
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全確率の定理より，P (B) =

n∑
i=1

P (Ai)P (B|Ai)，従って

P (Ai)P (B|Ai)∑n
i=1 P (Ai)P (B|Ai)

=
P (Ai)P (B|Ai)

P (B)
=
P (Ai ∩B)

P (B)
= P (Ai|B)

が成り立つ．これが以下のベイズの定理である．

定理 8 　ベイズの定理 (Bayes’ Theorem)

互いに背反な事象A1, A2, · · · , Anが全事象Ωを分割しているとする．このと
き，事象 B ∈ Aについて,

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)∑n
i=1P (Ai)P (B|Ai)

が成り立つ．

課題 1� �
1から 3の目が赤色で塗られており，4から 6の目は青色で塗られてい
るさいころがある．今，このさいころを投げて青色の目が出た時，この
目が偶数である確率を求めよ．� �
課題 2� �
表と裏の面が赤か青で塗られている 3枚のカード A, B, Cがあり，それ
ぞれのカードの面の色は次のようになっている．

• カード A：両面とも青色で塗られている．

• カード B：片面が赤色、もう片面が青色で塗られている．

• カード C：両面とも赤色で塗られている．

このカード 3枚を袋に入れてよく混ぜて，目をつぶったまま 1枚を取り
出し，机の上に置いて目を開けるとカードは赤色だった．ひっくり返し
た面も赤色である確率を求めよ．� �
課題 3� �
一郎、二郎、三郎、四郎の 4人がボウリングでストライクを出す確率は
50%, 70%, 90%, 98%である．4人のうち 1人が球を投げてストライクを
出したときに，それが一郎である確率はいくらか．� �
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課題 4� �
ある映画の試写会を行い，満足度のアンケート調査を行った．試写会に
参加したのは 300人でそのうち女性が 180人であり，満足したと回答し
たのは男性の 50％，女性の 75％であった．この映画を見て満足しなかっ
たと答えた人が女性である確率はいくらか．� �
課題 5� �
人の「疲れ」を判定する機械が発明された．この機械に人が入ると「疲
れている」か「疲れていない」かを判定してくれる画期的なものである．
この機械を使うと，疲れている人の 95％を「疲れている」と判定し，疲
れていない人の 98％を「疲れていない」と判定するということが分かっ
ている．人の 70%は疲れているという研究結果があるとき，ある人がこ
の機械に入って「疲れている」と判定された場合に実際に疲れている確
率はいくらか．� �
課題 6� �
キリストの弟子たちはキリストの復活を望んでいました．あまりに望み
が強すぎて少し似ているだけの人でもキリストに見えてしまうことがあ
ります．弟子がキリストの復活を見たと証言する事象をA，実際にキリス
トが復活したという事象をBとする．P (A | B) = 1.0，P (A | ¬B) = 0.5

とする．P (B)を入力とし，ある弟子がキリストの復活を見たと証言し
たとき本当にキリストが復活した確率 P (B | A)を出力するプログラム
を作成せよ．� �
課題 6では，もともとのキリストが復活する確率 P (B)が，弟子の報告に

より P (B | A)にビリーフが更新されていることがわかる．すなわち，弟子の
証言によって事前のビリーフが事後のビリーフに更新されたのである．この
とき，ベイズ統計では，弟子の証言を「エビデンス」(evidence)と呼び，事
前のビリーフを「事前確率」(prior probability)，事後のビリーフを「事後確
率」 (posterior probability)と呼ぶ．
課題 7� �
課題 6において，Bの事前確率を P (B) = 0.000001とする．キリストの
復活を見たと証言した弟子の人数 xを引数とし，x人の弟子たちのエビ
デンスを所与として本当にキリストが復活した確率を出力するプログラ
ムを作成せよ．また，xを横軸にとり，x人の弟子たちのエビデンスを
所与として本当にキリストが復活した確率を縦軸にとったグラフを作成
し，考察せよ．� �
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課題 8� �
ある監獄にアラン, バーナード, チャールズという 3人の囚人がいて, そ
れぞれ独房に入れられている.3人は近く処刑される予定になっていたが,

恩赦が出て 3人のうち 1人だけ釈放されることになったという. 誰が恩
赦になるかは明かされておらず, それぞれの囚人が「私は釈放されるの
か?」と聞いても看守は答えない. 囚人アランは一計を案じ, 看守に向かっ
て「私以外の 2 人の うち少なくとも 1 人は死刑になるはずだ.その者の
名前 が知りたい. 私のことじゃないんだから教えてくれてもよ いだろ
う?」と頼んだ.すると看守は「バーナードは死刑に なる」と教えてくれ
た.それを聞いたアランは「これで釈放される確率が 1/3 から 1/2に上
がった」とひそかに喜んだ.果たしてアランが喜んだのは正しいのか?

1. アラン, バーナード, チャールズの釈放される事前確率が等しい場
合に, 看守の証言を所与としてアランが釈放される確率を求めよ.

2. アランの釈放される事前確率が 3
5 , バーナード, チャールズの釈放

される事前確率が 1
5 の場合に, 看守の証言を所与としてアランが釈

放される確率を求めよ.

3. 3人の事前確率を様々な値に変化させた場合に, 看守の証言を所与
としてアランが釈放される確率を求め, どのような性質があるか考
察せよ.� �

1.5 確率変数
一つの試行の結果を標本点 ω ∈ Ωと呼ぶ．この標本点 ω ∈ Ωは，何らかの

測定によって観測される．この測定のことを，確率論では確率変数 (random

variable)と呼ぶ．例えば，コインを n回投げるという試行について，表が出
る回数X は確率変数である．このとき，標本点 ωは表・裏のパターンが n個
あり得るので 2n 通りあり，X は 0から nまでの値をとる．

定義 5 確率変数Xが，高々加算個の実数の集合X = {x1, x2, . . . , }の中の値
をとるならば，Xは離散であるという．離散確率変数Xのとりえる値 xk ∈ X
を，その確率 p = P (X = xk) に対応づける写像 p : X → [0, 1]を X の離散
確率分布 (discrete probability distribution)とよぶ．
離散確率分布 pは

p(x) ≥ 0(x ∈ X ),∑
x∈X

p(x) = 1
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を満たす．逆に，これら二つの条件を満たす X 上の関数 pを確率分布として
もつ確率変数が存在する．

また，複数の確率変数を持つ確率分布について以下のように定義しよう．
定義 6 今，m個の確率変数を持つ確率分布p(x1, x2, · · · , xm)を変数x1, x2, · · · , xm
の同時確率分布 (joint probability distribution)と呼ぶ．
同時確率分布から特定の変数の分布を以下のように求めることができる．

定義 7 xi のみに興味がある場合，同時確率分布から xi の確率分布は，

p(xi) =
∑

x1,...,xi−1,xi+1...,xm

　 p(x1, x2, · · · , xm),

で求められる．

1.6 尤度原理
本節では，確率分布のパラメータを定義し，データからパラメータを推定

するための尤度原理を紹介する．

定義 8 パラメータ空間と確率分布
k次元パラメータ集合をΘ = {θ1, θ2, · · · , θk}と書くとき，確率分布は以下の
ような関数で示される．

f(x|Θ)

すなわち，確率分布 f(x|Θ)の形状はパラメータΘのみによって決定され，パ
ラメータ Θのみが確率分布 f(x|Θ)を決定する情報である．

例 1 コインを n回投げた時，表が出る回数を確率変数 xとした確率分布は
以下の二項分布に従う．

f(x|θ, n) = nCxθ
x(1− θ)n−x

ここで，θは，コインの表が出る確率のパラメータを示す．

あるデータについて，特定の確率分布を仮定した場合，データからそのパ
ラメータを推定することができる．そのひとつの方法では，以下の尤度を用
いる．

定義 9 尤度
X = (X1, · · · , Xi, · · · , Xn)が確率分布 f(Xi|θ)に従う n個の確率変数とす
る．n個の確率変数に対応したデータ x = (x1, · · · , xn)が得られたとき，

L(θ|x) =
n∏

i=1

f(xi|θ)

を尤度関数 (Likelihood function)と定義する (Fisher,1925)．
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例 2 コインを n回投げた時，表が出た回数が x回であったときのコインの
表が出るパラメータ θの尤度は

L(θ|n, x) ∝ nCxθ
x(1− θ)n−x，

もしくは，

L(θ|n, x) ∝ θx(1− θ)n−x

でもよい．

尤度は，データ xパターンが観測される確率に比例する，パラメータ θの
関数である．尤度は確率の定義を満たす保証がないために確率とは呼べない
が，これを厳密に確率分布として扱うアプローチが後述するベイズアプロー
チである．
尤度を最大にするパラメータ θ を求めることは，データ x を生じさせる

確率を最大にするパラメータ θを求めることになり，その方法を最尤推定法
(Maxmimum Likelihood Estimation; MLE)と呼ぶ．

定義 10 最尤推定量
データ xを所与として，以下の尤度最大となるパラメータを求める時，

L(θ̂|x) = max {L(θ|x) : Θ ∈ C}

θ̂を最尤推定量 (maximum likelihood estimator)と呼ぶ (Fisher,1925)．ただ
し，C はコンパクト集合を示す．

推定値の望ましい性質の中で以下の一致性が知られている．

定義 11 　強一致性
推定値 θ̂ が真のパラメータ θ∗ に概収束する時，θ̂ は強一致推定値 (strongly

consistent estimator)であるという．

P ( lim
n→∞

θ̂ = θ∗) = 1.0

つまり，データ数が大きくなると推定値が必ず真の値に近づいていくととき，
その推定量を強一致推定値と呼ぶ．
このとき，最尤推定値について以下が成り立つ．

定理 9 最尤推定値の一致性
最尤推定値 θ̂は真のパラメータ θ∗ の強一致推定値である．(Wald, 1949)　

また，一致推定値の漸近的な分布は以下で与えられる．
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定義 12 　
θ∗の推定値 θ̂が漸近正規推定量 (asymptotically normal estimator)であると
は，√

n(θ̂− θ∗)の分布が正規分布に分布収束することをいう．すなわち，任
意の θ∗ ∈ Θ∗ と任意の実数に対して

lim
n→∞

P (

√
n(θ̂ − θ∗)

σ(θ∗)
≤ x) = Φ(x)

このことを，√n(θ̂−θ∗) as→ N(0, σ2(θ∗))と書く． σ2(θ∗)を漸近分散 (asymp-

totic variance)という．

すなわち，一致推定値の漸近的な分布は正規分布になる．また，一致推定値
の誤差は以下のように得られる．

定理 10 確率密度関数が正則条件（Regular condition）の下で，微分可能の
とき，最尤推定量は漸近分散 I(θ∗)−1 を持つ漸近正規推定量である． I(θ∗) =

Eθ[(
∂
∂θ lnL(θ|x))

2]を Fischerの情報行列と呼ぶ．

課題 9� �
母集団の確率分布がポアソン分布

p(x) = e−λλ
x

x!
(λ > 0, x = 0, 1, · · · )

について n回の観測を行ったところデータ {x1, x2, · · · , xn}を得た．λ
を最尤推定せよ．� �

1.7 ベイズ推定
前節で述べた尤度原理は古典的な頻度主義であるフィッシャー統計学の流

儀である．フィッシャー統計の尤度原理に対して，ベイズ統計では以下の事
後分布を用いてパラメータを推定する．

定義 13 事後分布
X = (X1, · · · , Xｎ)が独立同一分布 f(x|θ)に従う n個の確率変数とする．n
個の確率変数に対応したデータ x = (x1, · · · , xn)が得られた時，

p(θ|x) =
p(θ)

∏n
i=1 f(xi|θ)∫

Θ
p(θ)

∏n
i=1 f(xi|θ)dθ

を事後分布（posterior distribution）と呼び， p(θ)を事前分布（prior distri-

bution）と呼ぶ．

ベイズ統計では，事後分布を最大にするようにパラメータ推定を行う．
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定義 14 MAP推定値
データ xを所与として，以下の事後分布最大となるパラメータを求める時，

θ̂ = argmax{p(θ|x) : θ ∈ C}

θ̂をベイズ推定値（Bayesian estimator）または，事後分布最大化推定値:MAP

推定値（Maximum A Posterior estimator）と呼ぶ．
Note:

ベイズ推定は，すべての確率空間で成り立つわけではない．パラメータの事
前確率が確率の公理を満たすときにのみ成立する．

また,ベイズ推定値では,MAP推定値が予測を最適しないことが知られてい
る．予測を最適化するベイズ推定値は,事後分布を最大化せずに,事後分布の
期待値となる推定値を用いる．

定義 15 EAP推定値
データ x を所与として，以下の事後分布によるパラメータの期待値を求め
る時，

θ̂ = E{θ{p(θ|x) : θ ∈ C}}

θ̂を期待事後推定値:EAP推定値（Expected A Posterior estimator）と呼ぶ．

ベイズ推定値も強一致性を持つ．

定理 11 ベイズ推定の一致性
ベイズ推定において推定値 θ̂が真のパラメータ θ∗の強一致推定値となるよう
な事前分布が設定できる

また，ベイズ推定値も漸近的正規性を持ち，誤差を計算できる．

定理 12 ベイズ推定の漸近正規性
事後確率密度関数が正則条件（Regular condition）の下で，微分可能のとき，
ベイズ推定値が漸近分散 I(θ∗)−1 を持つ漸近正規推定値となる事前分布を設
定できる．

ベイズ統計では，どのように事前分布を設定するかが問題となる．事前分
布はユーザが知識を十分に持つ場合，自由に決定してよいが，事前に知識を
持たない場合にはどのように設定すれば良いのであろうか．このようなとき
の事前分布を無情報事前分布と呼び，次節のような分布が提案されている．
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1.8 無情報事前分布
1.8.1 自然共役事前分布（natural conjugate prior distri-

bution）
ベイズ統計の中で最も一般的で，ベイズ的な有効性を発揮できると考えら

れるのが，この自然共役事前分布である．データを得る前の事前分布とデー
タを得た後の事後分布は，データの有無に係らず，分布の形状は同一のほう
が自然であろう．そこで，事前分布と事後分布が同一の分布族に属する時，そ
の事前分布を自然共役事前分布（natural conjugate prior distribution）と呼
ぶ．ここでは，特にこの自然共役事前分布を中心にベイズ的推論を行なうよ
うにする．

例 3 二項分布

f(x|θ, n) = nCxθ
x(1− θ)n−x

コインを投げて n回中 x回表が出たときの確率 θをベイズ推定しよう．
尤度関数は， nCxθ

x(1 − θ)n−x であり，二項分布の自然共役事前分布は，
以下のベータ分布 (Beta(α, β))である．

p(θ|α, β) = Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
θα−1(1− θ)β−1

事後分布は，

p(θ|n, x, α, β) = Γ(n+ α+ β)

Γ(x+ α)Γ(n− x+ β)
θx+α−1(1− θ)n−x+β−1

とやはりベータ分布となる．
対数をとり，以下の対数事後分布を最大化すればよい．

log p(θ|n, x, α, β)

= log
Γ(n+ α+ β)

Γ(x+ α)Γ(n− x+ β)
+ (x+ α− 1) log θ + (n− x+ β − 1) log(1− θ)

∂log p(θ|n,x,α,β)
∂θ = 0のとき，対数事後分布は最大となるので，
∂log p(θ|n, x, α, β)

∂θ

=
x+ α− 1

θ
− n− x+ β − 1

1− θ
=
x+ α− 1− xθ − αθ + θ − nθ + xθ − βθ + θ

θ(1− θ)

=
x+ α− 1− (n+ α+ β − 2)θ

θ(1− θ)
= 0

θ(1− θ) ̸= 0より

θ =
x+ α− 1

n+ α+ β − 2
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がベイズ推定値となる．さて，α, β は事前分布のパラメータであるが，これ
をハイパーパラメータ（Hyper parameter）と呼ぶ．このハイパーパラメータ
によって，事前分布は様々な形状をとる．

図 1.1: ハイパーパラメータと事前分布の形状

例えば，事前分布が一様となる場合の推定値は，θ̂ = x
n となり，最尤解に一

致する．

例 4 以下のどちらのかけを選ぶと得か？

1. 赤玉と白玉が同じ個数入った壺から一つ玉を取り出し，それが赤玉で
あったら 1万円もらえる．白玉であったら 1万円支払う．

2. 赤玉と白玉が入っている壺から一つ玉を取り出し，それが赤玉であった
ら 1万円もらえる．白玉であったら 1万円支払う．

それぞれのかけにおいて赤玉を取り出す事象Aの確率を求める．かけ 1に
おいて赤玉を取り出す確率は

p(A |かけ 1) =
1

2

である．また，赤玉を取り出す確率を p(A) = ψ とすると，かけ 2において
赤玉を取り出す確率は

p(A |かけ 2) =

∫ 1

0

ψp(ψ)dψ

である．ここで，赤玉を取り出す確率の自然共役事前分布 p(ψ)は以下のベー
タ分布である．

p(ψ) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
ψα−1(1− ψ)β−1
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よって，

p(A |かけ 2) =

∫ 1

0

ψ
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
ψα−1(1− ψ)β−1dψ

=
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

ψα(1− ψ)β−1dψ

=
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ 1)Γ(β)

Γ(α+ β + 1)

=
α

α+ β

となる．いま，赤玉と白玉の出やすさについての情報が与えられていないた
め，赤玉と白玉のでる事前確率は等しい (α = β)とするのが自然である．こ
のとき，p(A |かけ 2) = 1/2となり，かけ 1とかけ 2の赤玉を引く確率は等
しいため，どちらのかけを選んでもよい．
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課題 10� �
以下のどちらのかけを選ぶと得か？

1. 赤玉と白玉が同じ個数入った壺から一つ玉を取り出し，それが赤
玉であったら 1万円もらえる．白玉であったら 1万円支払う．取
り出した玉を壺に戻す．これを 10回繰り返す．

2. 赤玉と白玉が入っている壺から一つ玉を取り出し，それが赤玉で
あったら 1万円もらえる．白玉であったら 1万円支払う．取り出
した玉を壺に戻す．これを 10回繰り返す．

赤玉の出る回数を x，試行回数を nとすると，p(x | ψ, n)は以下の二項
分布に従う.

p(x | ψ, n) =
(
n

x

)
ψx(1− ψ)n−x

したがって，かけ1において赤玉をx回取り出す確率はp(x | ψ = 1/2, n =

10)である．かけ 2において赤玉を x回取り出す確率は

p(x | n = 10) =

∫ 1

0

p(x | n = 10, ψ)p(ψ)dψ

である．
横軸に xをとり，p(x | ψ = 1/2, n = 10)と p(x | n = 10)のグラフを作
成せよ．ただし，p(x | n = 10)については事前分布 p(ψ)のハイパーパ
ラメータ αと β がともに 1/2, 1, 2, 5, 10の場合についてそれぞれグラフ
を作成せよ．また, p(x | n = 10)について, n = 10, 50, 100と試行回数を
変化させた場合についてそれぞれグラフを作成せよ. さらに, 事前分布
p(ψ)のハイパーパラメータαと βが (α, β) = (1, 10), (3, 7), (7, 3), (10, 1)

の場合についてそれぞれグラフを作成せよ. 作成したグラフからかけ 1

とかけ 2の違いを考察せよ．� �
1.9 マルコフ連鎖モンテカルロ法 (MCMC)法
ベイズ推定では，以下のパラメータの事後分布 p(θ | x)を推定し，得られ

た分布形に基づいて推定値を求める．

p(θ | x) =
p(θ)

∏n
i=1 f(xi | θ)∫

Θ
p(θ)

∏n
i=1 f(xi | θ)dθ

具体的には，θ のMAP推定値 argmax
θ

p(θ | x)や EAP推定値 Eθ[p(θ | x)]

を求める．しかし，事後分布 p(θ | x)の分母における θの積分計算は一般に
膨大な時間を要する．このため，事後分布は近似的に計算する必要があり，
近似手法の一つとしてサンプリング法がしばしば用いられる．今，事後分布
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p(θ | x)から T 個のサンプリング {θ(1), θ(2), · · · , θ(T )}が得られたとすると，
EAP推定値は以下のように近似できる．

Eθ[p(θ | x)] ≈
1

T

T∑
t=1

θ(t)

しかし，一般に事後分布は解析的に表現できず，パラメータを直接サンプリ
ングすることはできない．そこで，複雑な事後分布でもサンプリング近似で
きる手法としてMCMC法が提案された．この章ではMCMC法のうち最も
基本的なギブスサンプリング法とメトロポリスヘイスティング法について紹
介する．

1.9.1 ギブスサンプリング
事後分布 p(θ | x)から直接にはサンプリングできないが，パラメータごと

の条件付き分布 p(θi | x,θ\i)からはサンプリングができる場合に利用できる
手法（ここで，θ\i = θ \ {θi}）パラメータごとの条件付き分布から順にサン
プリングを繰り返す．いま，θi について t回目の繰り返し時にサンプリング
された値を θ

(t)
i と表すと，事後分布から T 個のサンプルを得るギブスサンプ

リングのアルゴリズムは以下のように書ける．
ギブスサンプリング� �
{θ(0)i : i = 1, · · · ,K}をランダムに初期化．
for t = 1 to T :

　 θ
(t)
1 ∼ p(θ1 | x, θ(t−1)

2 , θ
(t−1)
3 , · · · , θ(t−1)

K )をサンプリングする．
　 θ

(t)
2 ∼ p(θ2 | x, θ(t)1 , θ

(t−1)
3 , · · · , θ(t−1)

K )をサンプリングする．
　　　　 ...

　 θ
(t)
i ∼ p(θi | x, θ(t)1 , · · · , θ(t)i−1, θ

(t−1)
i+1 , · · · , θ(t−1)

K )をサンプリングする．
　　　　 ...

　 θ
(t)
K ∼ p(θ1 | x, θ(t)1 , θ

(t)
2 , · · · , θ(t)K−1)をサンプリングする．

end for

return {θ(1),θ(2), · · · ,θ(T )}� �
例 5 xi ∼ N(µ, σ2)とする n個のサンプル x = {x1, · · · , xn}を所与として
パラメータ µ, σ2 を推定．パラメータの同時事後分布はサンプリング可能な
既知の分布とならないため，この分布から直接サンプリングすることはでき
ない．

p(µ, σ2 | x) =
p(µ)P (σ2)

∏n
i=1 f(xi | µ, σ)∫ ∫

p(µ)P (σ2)
∏n

i=1 f(xi | µ, σ)dµdσ
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しかし，条件付き分布 p(µ | x, σ2), p(σ2 | x, µ)はそれぞれ既知の分布になる
ため，サンプリングが可能．µ, σ2 の事前分布に一様分布を仮定すると

p(µ | x, σ2) = N

(
1

N

n∑
i=1

xi,
σ2

N

)
，

p(σ2 | x, µ) = IG

(
n

2
+ 1,

∑n
i=1(xi − µ)2

2

)
．

正規分布や逆ガンマ分布 IG()からの乱数生成手法は既知であり，多くのプ
ログラミング言語にはこれらの乱数生成器が実装されている．

1.10 メトロポリスヘイスティングス
条件付き分布からもサンプリングできないときに利用できるのがメトロポ

リスヘイスティング法である．現在のパラメータ値 θ の付近の候補値 θ∗ を
提案分布（proposal distribution）q(θ∗ | θ)から生成．
一般に q(θ∗ | θ) =MN(θ∗ | θ, Iσ)
MN は多次元正規分布，I は単位行列， σは微小な値 (0.01等)．
以下の採択確率に基づいて候補値 θ∗ を採択する．

α(θ∗,θ) = min

{
1,
p(θ∗ | x)q(θ | θ∗)

p(θ | x)q(θ∗ | θ)

}
．

特に，q(θ∗ | θ) =MN(θ∗ | θ, Iσ)のとき，

α(θ∗,θ) = min

{
1,
p(θ∗ | x)
p(θ | x)

}
．

棄却された場合には θ∗ = θ とする．採択確率における事後確率の多重積分
は以下のように消去できるため，採択確率を高速に計算できる．

p(θ∗ | x)
p(θ | x)

=

p(θ∗)
∏n

i=1 f(xi | θ∗)∫
Θ
p(θ∗)

∏n
i=1 f(xi | θ∗)dθ∗

p(θ)
∏n

i=1 f(xi | θ)∫
Θ
p(θ)

∏n
i=1 f(xi | θ)dθ

=
p(θ∗)

∏n
i=1 f(xi | θ∗)

p(θ)
∏n

i=1 f(xi | θ)
．

しかし，メトロポリスヘイスティングスでは，パラメータ数が増加すると，パ
ラメータ値が改悪される方向に進むときに，採択確率 p(θ∗|x)

p(θ|x) が極端に小さく
なり，更新が進まなくなることがある．この問題を緩和する手法として，パラ
メータごとに他のパラメータの条件付分布を求めてメトロポリスヘイスティ
ングスを実行するメトロポリスヘイスティングスwithギブス法が知られてい
る．以下はそのアルゴリズムである．
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メトロポリスヘイスティングス withギブス� �
{θ(0)i : i = 1, · · · ,K}をランダムに初期化．
for t = 1 to T :

　 for i = 1, · · · ,K:

　・現在の値を所与として θi の候補値 θ∗i を生成．　

θ∗i ∼ N(θ
(t−1)
i , σ2)

　・以下の採択確率に基づき θ∗i を θ
(t)
i として採択または棄却．　

α(θ∗i , θ
(t−1)
i ) = min

{
1,

p(θ∗i | x, θ(t)1 , · · · , θ(t)i−1, θ
(t−1)
i+1 , · · · , θ(t−1)

K )

p(θ
(t−1)
i | x, θ(t)1 , · · · , θ(t)i−1, θ

(t−1)
i+1 , · · · , θ(t−1)

K )

}

　 end for

end for

result {θ(1),θ(2), · · · ,θ(T )}� �
アルゴリズム初期のサンプルは，初期値に依存するため，一般に一定回数サ
ンプリングを繰り返した後のサンプルを利用する．初期値に依存しなくなっ
たとみなすまでの時間をバーンイン期間と呼ぶ．また，メトロポリスヘイス
ティングスはサンプル間の自己相関（隣接するサンプル間の依存性）が高い
ため，一定区間でサンプルを間引いて用いる必要がある．間引く間隔をイン
ターバル期間と呼ぶ．バーンイン期間をB，インターバル期間を V としてメ
トロポリスヘイスティングス withギブスに適用したアルゴリズムは以下で
ある．
メトロポリスヘイスティングス withギブス（修正版）� �
{θ(0)i : i = 1, · · · ,K}をランダムに初期化．
for t = 1 to B + TV :

　 for i = 1, · · · ,K:

　・現在の値を所与として θi の候補値 θ∗i を生成．　

θ∗i ∼ N(θ
(t−1)
i , σ2)

　・以下の採択確率に基づき θ∗i を θ
(t)
i として採択または棄却．　

α(θ∗i , θ
(t−1)
i ) = min

{
1,

p(θ∗i | x, θ(t)1 , · · · , θ(t)i−1, θ
(t−1)
i+1 , · · · , θ(t−1)

K )

p(θ
(t−1)
i | x, θ(t)1 , · · · , θ(t)i−1, θ

(t−1)
i+1 , · · · , θ(t−1)

K )

}

　 end for

end for

result {θ(B),θ(B+V ),θ(B+2V ), · · · ,θ(B+TV )}� �
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第2章 ベイズ分類器

1章まででベイズの基本を学んできた．本章から本実験のテーマであるベ
イズ分類器を学ぶ．
ベイズ分類器は次のように定義される．

定義 16 確率変数集合 X = {X1, · · · , Xn}の各変数の実現値 x1, · · · , xn を
入力とし，離散確率変数X0の値 x̂0を出力する以下の関数をベイズ分類器と
呼ぶ．

x̂0 = argmax
c∈{1,··· ,r0}

p(c | x1, · · · , xn) (2.1)

ここで，各変数Xi, (i = 0, 1, · · · , n)は {1, · · · , ri}から一つの値をとるとする．

X0 を目的変数，Xi ∈ X, (i = 1, · · · , n)をその説明変数と呼ぶ．式 (2.1)の
p(c | x1, · · · , xn)はベイズの定理により，以下のように求められる．

argmax
c∈{1,··· ,r0}

p(c | x1, · · · , xn) = argmax
c∈{1,··· ,r0}

p(c)p(x1, · · · , xn | c)
p(x1, · · · , xn)

= argmax
c∈{1,··· ,r0}

p(c)p(x1, · · · , xn | c) (2.2)

このとき，p(x1, · · · , xn | c)はモデルのデータ ⟨x1, · · · , xn⟩に対する尤度に
対応し，式 (2.1)を識別関数と呼ぶ．ベイズ分類器の尤度 p(x1, · · · , xn | c)の
計算法は仮定するモデルによってさまざまに変化する．モデルの制約が強い
場合（単純なモデルの場合）は計算が容易であるが，モデルが複雑になるに
従い計算も複雑になる．以下、このモデルを単純なものから徐々に一般化し
て学んでいくことにしよう．

2.1 Naive Bayes

まず最初に最も単純な構造をもつベイズ分類器である Naive Bayesを学ぼ
う．Naive Bayesでは，図 2.1のように，目的変数が与えられた際，説明変
数間の条件付き独立を仮定している．これにより, 同時確率分布を以下のよ
うに，単純な確率の積で表すことができる．

p(X0, X1, ..., Xn) = p(X0)

n∏
i=1

p(Xi | X0)
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図 2.1: インフルエンザ判別に用いられる Naive Bayesの例

ここで，p(X0 = c) (c = 1, · · · , r0)，p(Xi = k | X0 = c) (i = 1, · · · , n; c =
1, · · · , r0; k = 1, · · · , ri)を示すパラメータをそれぞれ θX0=c, θXi=k|X0=cで表
すと，説明変数のデータ（インスタンス）x1, · · · , xn に対する Naive Bayes

の識別関数は以下で表される．

x̂0 = argmax
c∈{1,··· ,r0}

θX0=c

n∏
i=1

θXi=xi|X0=c (2.3)

識別関数は、非常に少ないパラメータを元に計算することが可能であり，モ
デル全体のパラメータ数は変数数に対して線形関数的に増加するに留まる．
今，全変数がインスタンス化されたサンプルがN 個あり，t番目のサンプ

ルを dt = ⟨xt0, xt1, · · · , xtn⟩と表し，訓練データをD = ⟨d1, · · · ,dt, · · · ,dN ⟩
と表すと，Dを所与とした時の Naive Bayesの対数尤度は以下で表される．

L =

r0∑
c=1

NX0=c log θX0=c +

n∑
i=1

r0∑
c=1

ri∑
k=1

NXi=k,X0=c log θXi=k|X0=c

(2.4)

ここで，NX0=c はDにおいてX0 = cとなる頻度を表し，NXi=k,X0=c はD

においてXi = kかつX0 = cとなる頻度を表す．さらに，Naive Bayesの最
尤推定量は以下のように表される．

θ̂X0=c =
NX0=c

N
, θ̂Xi=k|X0=c =

NXi=k,X0=c

NX0=c
(2.5)
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課題 11� �
Naive Bayesのパラメータの最尤推定量 θ̂X0=c, θ̂Xi=k|X0=cが (2.5)式に
なることを確かめよ．
ヒント 1：束縛条件∑r0

c′=1 θX0=c′ − 1 = 0を含んだラグランジュの未定
乗数法を用いると，ラグランジェ関数 FX0

は

FX0
= L+ λ

(
r0∑

c′=1

θX0=c′ − 1

)

である．ここで，LはNaive Bayesの対数尤度（(2.4)式）である．次式
を満たす θX0=c が求める最尤推定量 θ̂X0=c である．

∂FX0

∂θX0=c
= 0

また，束縛条件∑ri
k′=1 θXi=k′|X0=c − 1 = 0を含んだラグランジュの未

定乗数法を用いると，ラグランジェ関数 FXi|X0
は

FXi|X0
= L+ λ

(
ri∑

k′=1

θXi=k′|X0=c − 1

)

である．次式を満たす θXi=k|X0=cが求める最尤推定量 θ̂Xi=k|X0=cであ
る．

∂FXi|X0

∂θXi=k|X0=c
= 0

ヒント 2：確率の公理∑r0
c=1 θX0=c = 1，∑ri

k=1 θXi=k|X0=c = 1を用いる．� �
2.1.1 ゼロ頻度問題
テストデータの中で，訓練データに含まれないデータを 1つでも含んでい

ると，識別関数の計算に用いるパラメータ θX0=c や θXi=k|X0=c の最尤推定
値が 0となってしまうことがある．この場合，識別関数の値も 0となり（対
数のときは log 0となり計算できない），そのカテゴリの確率は 0になってし
まう．
たとえばスパムメール分類を行うとき，メール文に “無料”，“儲かる”な

どの単語が含まれていると，スパムメールである確率が高まっていく．しか
し，訓練時には含まれなかった新単語 “稼ぐ”が出現すると，そのパラメータ
は 0と推定されるため，このメールがスパムである確率は 0になってしまう．
この問題をゼロ頻度問題と呼ぶ．ゼロ頻度問題を緩和する方法として，最尤
推定量の計算に用いるデータの頻度が 0となる時は最尤推定値を 1とする方
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法がある．
課題 12� �
http://www.ai.lab.uec.ac.jp/実験/にあるMICS2019 NB TANプロジェ
クトをインポートし，”NB.java”内の関数”getParameters”，”classifica-

tion”，”setFrequencyTable”を実装し，Naive Bayes による分類プログ
ラムを完成させよ．eclipseプロジェクトのインポート方法は
http://www.ai.lab.uec.ac.jp/wp-content/uploads/2018/11/

cabebc8b347bc1e77dcdbf08de59ff4c.pdf を参照してください．
ただし，NB.java がわかりにくい人は Naive Bayes の分類プログラム
を一から作成してもよい．また，プロジェクト内に含まれるデータセッ
ト”spam”，”sentiment”に対してNaive Bayesによる分類精度を求めよ．
データセット spamと sentimentは，ある単語がメールに含まれている
か否かを説明変数とし，そのメールがスパムメールか否かを目的変数と
したデータセットである．ゼロ頻度問題を解消するため，最尤推定量の
計算に用いるデータの頻度が 0となる時は，そのパラメータの最尤推定
値を 1とせよ．

※本実験で公開しているデータセットでは，最も右側の列を目的変数の
列としており，NB.javaでもデータの最も右側の列を目的変数として扱っ
ている．つまり，テキストではX0を目的変数としているが，NB.java内
ではXn を目的変数として扱っているため注意．� �
課題 12の目標は spamと sentimentのテストデータTD.csvの各行 (各メー

ル)がスパムか (1をとるか)否か (0をとるか)を (2.3)式で分類し，全行 (全
メール)に対する正答率を測定することである．そのためには，パラメータ
θX0=cと θXi=k|X0=cを spamの学習データLD.csvから推定しなければならな
い．ここでは，パラメータを最尤推定量の式 (2.5)により推定する．式 (2.5)を
計算するにはN，NX0=k，NXi=k,X0=cをそれぞれ求めなければならない．N
は学習データのサイズ，すなわちLD.csvの行数である．以上をまとめると，課
題 12のNB.javaでは，関数”setFrequencyTable”でNX0=k，NXi=k,X0=cを
求め，それを用いて関数”getParameters”でパラメータ θX0=cと θXi=k|X0=c

の最尤推定値を計算し，それを用いて関数”classification”で TD.csvの正答
率を測定する．正しく実装すると，spamの分類精度は 0.81程度となる．

2.2 Tree Augmented Naive Bayes

前節で紹介したNaive Bayesは，各説明変数が目的変数を所与として条件付
き独立であることを仮定している．しかし，一般にこの仮定は成り立たない．
例えば図 2.2に示されるネットワークのように，熱がある場合はインフルエ
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図 2.2: インフルエンザ判別に用いられる TANの例

ンザの感染に関係なく悪寒がする確率が高まるため，明らかに二つの変数X1

とX3 はX0 を所与としても従属関係である．しかし，Naive BayesではX0

を所与としてX1とX3は条件付き独立と仮定しているため，誤った確率を推
定してしまう．この問題を解決するには，従属関係にある説明変数間に適切
にエッジを引く必要がある．しかし，全ての説明変数同士の従属関係をチェッ
クするには，膨大な計算時間がかかってしまう．そこで，説明変数間の従属
関係を考慮し，かつ学習の計算量が少ないモデルとして，Tree Augmented

Naive Bayes (TAN)が提案されている．TANは，Naive Bayesのように目的
変数が各説明変数の親となっており，説明変数間で木構造をとるモデルであ
る（図 2.2）．
TANの説明変数間の木構造はルート変数を必ず持つ．本テキストでは簡単

のためルート変数をX1と仮定する．すなわち，X1はX0以外に親変数を持
たない．TANは同時確率分布を次のように表す．

p(X0, X1, · · · , Xn) = p(X0)p(X1 | X0)
n∏

i=2

p(Xi | Xπ(i), X0)

ここで，Xπ(i) は TAN構造におけるXi の親となる説明変数である．
今，Xπ(i) = jかつX0 = cのときにXi = kとなる条件付き確率 p(Xi = k |

Xπ(i) = j,X0 = c)を示すパラメータを θXi=k|Xπ(i)=j,X0=c と表すと，説明変
数のインスタンス x1, · · · , xn に対する TANの識別関数は次式で表される．

x̂0 = argmax
c∈{1,··· ,r0}

θX0=cθX1=x1|X0=c

n∏
i=2

θXi=xi|Xπ(i)=xπ(i),X0=c (2.6)

また，Dを所与とした TANの対数尤度は以下で表される．

L =

r0∑
c=1

NX0=c log θX0=c +

r0∑
c=1

r1∑
k=1

NX1=k,X0=c log θX1=k|X0=c

+

n∑
i=2

r0∑
c=1

rπ(i)∑
j=1

ri∑
k=1

NXi=k,Xπ(i)=j,X0=c log θXi=k|Xπ(i)=j,X0=c (2.7)
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パラメータ θX0=c，θX1=k|X0=c，θXi=k|Xπ(i)=j,X0=cの最尤推定量は以下で表
される．

• θ̂X0=c =
NX0=c

N

• θ̂X1=k|X0=c =
NX1=k,X0=c

NX0=c

• θ̂xi=k|Xπ(i)=j,X0=c =
NXi=k,Xπ(i)=j,X0=c

NXπ(i)=j,X0=c

ここで，NXi=k,Xπ(i)=j,X0=c はXi = kかつXπ(i) = j かつX0 = cとなる頻
度である．
TANの説明変数が成す木構造は未知であるから，データから学習する必要

がある．今，TANの全パラメータ集合をΘとし，TANのとりうる全グラフ
集合を GTAN とする．TANの構造学習では，次の尤度を最大にする構造G∗

を探索する．
G∗ = argmax

G∈GTAN

p(D | G, Θ̂)

ここで，Θ̂は Θの最尤推定量である．G∗ を得るには，次の 5つのステップ
を行えばよい．

1. 次の条件付き相互情報量 I(Xi;Xj | X0)を異なる二つの説明変数の組
み (Xi, Xj), i < j に対して計算する．

I(Xi;Xj | X0) =∑
k∈{1,··· ,ri}
m∈{1,··· ,rj}
c∈{1,··· ,r0}

p(Xi = k,Xj = m,X0 = c) log
p(Xi = k,Xj = m | X0 = c)

p(Xi = k | X0 = c)p(Xj = m | X0 = c)

(2.8)

条件付き相互情報量の計算に必要な確率 p(Xi = k,Xj = m,X0 = c)，
p(Xi = k,Xj = m | X0 = c)，p(Xi = k | X0 = c)，p(Xj = m | X0 =

c)はそれぞれ次のように推定する．

• p̂(Xi = k,Xj = m,X0 = c) =
NXi=k,Xj=m,X0=c

N

• p̂(Xi = k,Xj = m | X0 = c) =
NXi=k,Xj=m,X0=c

NX0=c

• p̂(Xi = k | X0 = c) =
NXi=k,X0=c

NX0=c

• p̂(Xj = m | X0 = c) =
NXj=m,X0=c

NX0=c

2. 各説明変数をノードとした完全無向グラフを生成し，各無向エッジ (Xi, Xj), 1 ≤
i < j ≤ nに重み I(Xi;Xj | X0)を割り当てる．
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3. 生成した重み付き完全グラフから，最大全域木を生成する．

4. 木のルートノードを一つ選び，そのルートノードから外側にエッジの方
向をつけていく．

5. 目的変数から，構築された木構造の各説明変数に向けてエッジを加える．

注意：NXi=k,Xj=m,X0=c = 0の時は p(Xi = k,Xj = m,X0 = c) = 0と考え
る．したがって，NXi=k,Xj=m,X0=c = 0となるパターン k,m, cに対して式
(2.8)の被総和部は 0となる．よって，NXi=k,Xj=m,X0=c > 0となる変数値
のパターンのみを考えれば良いため，木構造の学習においてゼロ頻度問題は
生じない．
課題 13� �
課題 12 でインポートしたプロジェクトに含まれている”TAN.java”内
の関数”getParameters”，”classification”，”setFrequencyTable”，”get-

ConditionalMutualInformation”，”getMaximumSpanningTree”を実装
し，TAN による分類プログラムを完成させよ．ただし，TAN.java が
わかりにくい人は，TANの分類プログラムを一から作成しても良い．ま
た，データセット”spam”,”sentiment”に対して TANの分類精度を求め，
Naive Bayesと比較・考察せよ．ただし，ゼロ頻度問題を解消するため，
最尤推定量の計算に用いるデータの頻度が 0となる時は，そのパラメー
タの最尤推定値を 1とせよ．

※課題 12のNB.javaと同様に，TAN.javaでも目的変数がデータの一番
右側にあることを前提としていることに注意．� �
課題 13では，TANを用いて二つのデータセット spamと sentimentの分

類精度 (正答率) を測定する．課題 12 で用いた Naive Bayes は学習データ
に依らずグラフが確定していたが，課題 13 では TAN のグラフを学習デー
タから推定しなければならない．具体的には，テキストの図 2.2に示される
X2← X1→ X3のように，説明変数間で構成する木構造をデータから推定
する．木構造の推定方法として，テキスト 19～20ページに記載されている
ように，各説明変数間の条件付き相互情報量を重みとした最大全域木を求め
る．最大全域木を求めるアルゴリズムとして，プリム法やクラスカル法があ
る．なお，TAN.javaでは LD.csv, TD.scvで一番左側の列の変数を木構造の
ルートノードと定めていることに注意する．条件付き相互情報量の計算は関
数 getConditionalMutualInformationに実装し，それを用いた説明変数間の
木構造推定は関数 getMaximumSpanningTreeに実装する．TAN.javaでは木
構造の格納先を int型配列 str tanとしており，求めた木構造においてXi の
親変数（目的変数以外）が Xj の時，str tan[i] = j として木構造を表せる．
TAN のグラフを推定したら，そのグラフにしたがって各変数のパラメータを
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最尤法で推定し，さらにその後分類精度を測定する．木構造のルートノード
以外の説明変数は目的変数以外にも親変数を持つため，それに対応するよう
に関数 setFrequencyTable, getParameters, classification を実装する必要が
ある. 正しく実装すると，データセット sentimentの分類精度は約 0.58程度
となる．
これまで紹介した Naive Bayesと TANでは，パラメータを最尤法で推定

した．しかし，よく知られているように，ベイズ推定はより強力である．以
下で紹介しよう．
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第3章 ディリクレモデル

ベイズアプローチに従い，パラメータの事前分布を考えることにしよう．
事前分布を考える場合，様々な考え方があるが，最も合理的であると考えら
れるのは，事前分布と事後分布の分布形が同一になるような事前分布，す
なわち，自然共益事前分布の導入であろう．尤度は多項分布に従うので，そ
の自然共益事前分布であるディリクレ分布が事前分布としてよく用いられ
る．ここで，Gを Naive Bayesまたは TAN構造，GTAN を TAN構造とし，
ΘX0 =

⋃r0
c=1{θX0=c}，ΘXi|X0=c =

⋃ri
k=1{θXi=k|X0=c}，ΘXi|Xπ(i)=m,X0=c =⋃ri

k=1{θXi=k|Xπ(i)=m,X0=c}とおく．ディリクレ分布p(ΘX0 | G)，p(ΘXi|X0=c |
G)，p(ΘXi|Xπ(i)=m,X0=c | GTAN )はそれぞれ次のように表せる．

p(ΘX0
| G) =

Γ (
∑r0

c=1 α0:c)∏r0
c=1 Γ(α0:c)

r0∏
c=1

θα0:c−1
X0=c ,

p(ΘXi|X0=c | G) =
Γ (
∑ri

k=1 αi:kc)∏ri
k=1 Γ(αi:kc)

ri∏
k=1

θαi:kc−1
Xi=k|X0=c

p(ΘXi|Xπ(i)=m,X0=c | GTAN ) =
Γ (
∑ri

k=1 αi:kmc)∏ri
k=1 Γ(αi:kmc)

ri∏
k=1

θαi:kmc−1
Xi=k|Xπ(i)=m,X0=c

ここで，α0:cはNX0=cに，αi:kcはNXi=k,X0=cに，αi:kmcはNXi=k,Xj=m,X0=c

対応する事前の知識を表現する擬似サンプルとしてのハイパーパラメータを
示す．
事後分布は，事前分布を尤度に掛け合わせることにより得ることができる．

先に求められた尤度とディリクレ分布を掛け合わせるとそれぞれ以下のよう
な事後分布を得ることができる．

p(D,ΘX0
| G) =

Γ (
∑r0

c=1 α0:c)∏r0
c=1 Γ(α0:c)

r0∏
c=1

θ
NX0=c+α0:c−1

X0=c (3.1)

p(D,ΘXi|X0=c | G) =
Γ (
∑ri

k=1 αi:kc)∏ri
k=1 Γ(αi:kc)

ri∏
k=1

θ
NXi=k,X0=c+αi:kc−1

Xi=k|X0=c (3.2)

p(D,ΘXi|Xπ(i)=m,X0=c | GTAN )

=
Γ (
∑ri

k=1 αi:kmc)∏ri
k=1 Γ(αi:kmc)

ri∏
k=1

θ
NXi=k,Xπ(i)=m,X0=c+αi:kmc−1

Xi=k|Xπ(i)=m,X0=c (3.3)
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これらの事後分布を最大にするMAP(Maximum A Posteriori)推定値は，
以下のとおりである．

θ̂X0=c =
NX0=c + α0:c − 1∑r0

c=1(NX0=c + α0:c − 1)

θ̂Xi=k|X0=c =
NXi=k,X0=c + αi:kc − 1∑ri

k=1(NXi=k,X0=c + αi:kc − 1)

θ̂Xi=k|Xπ(i)=m,X0=c =
NXi=k,Xπ(i)=m,X0=c + αi:kmc − 1∑ri

k=1(NXi=k,Xπ(i)=m,X0=c + αi:kmc − 1)

MAP推定値では，全てのハイパーパラメータを αx0
= 1，αijk = 1とし

て一様分布に設定すると最尤推定値 (Maximum Likelihood estimator)に一
致する．
しかし，ベイズ統計学では，MAP推定値よりも事後分布の期待値である

EAP(Expected A Posteriori)推定値のほうが頑健で予測効率がよいことが知
られている．ディリクレ分布，式 (3.1)，(3.2)，(3.3)の期待値はそれぞれ

θ̂X0=c =
NX0=c + α0:c∑r0

c=1(NX0=c + α0:c)
(3.4)

θ̂Xi=k|X0=c =
NXi=k,X0=c + αi:kc∑ri

k=1(NXi=k,X0=c + αi:kc)
(3.5)

θ̂Xi=k|Xπ(i)=m,X0=c =
NXi=k,Xπ(i)=m,X0=c + αi:kmc∑ri

k=1(NXi=k,Xπ(i)=m,X0=c + αi:kmc)
(3.6)

となる．ベイズ学習では，EAP推定値が最も一般的に用いられる．ベイズ
推定では，式 (3.4)，(3.5)，(3.6)のように事前分布のハイパーパラメータに
よってゼロ頻度問題を解消できる．一般に，ハイパーパラメータはベイジア
ンネットワークの尤度等価 (Heckerman et al., 1995)を満たすように次式で
計算する．

α0:c =
α

r0
(3.7)

αi:kc =
α

rir0
(3.8)

αi:kmc =
α

rirπ(i)r0
(3.9)

ここで，αは全ハイパーパラメータに共通するハイパーパラメータであり，α
が大きくなるほど EAP推定量は一様分布に近く．
課題 14� �
NBと TANのパラメータを EAP推定量（式 (3.4)，(3.5)，(3.6)）で推
定した時のデータセット”spam”,”sentiment”の分類精度を求めよ．この
時，ハイパーパラメータは式 (3.7)，(3.8)，(3.9)で計算し，αを動かし
て分類精度がどのように変化するか観察・考察せよ．また，最尤推定と
EAP推定の違いを比較・考察せよ．� �
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