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今後のスケジュール（予定）
• 4月10日 授業の概要とガイダンス
• 4月17日 ベイズの定理
• 4月24日 ベイズはどのように誕生したか？
• 5月1日 ベイズはコンピュータ、人工知能の父である！！

• 5月8日 アランチューリングとベイズ
• 5月15日 ベイズから機械学習へ
• 5月22日   確率の基礎の復習
• 5月29日 ビリーフとベイズ
• 6月12日   尤度と最尤推定
• 6月19日   数値計算法による推定
• 6月26日 ベイズ推定と事前分布
• 7月3日 マルコフチェーンモンテカルロ(MCMC)法
• 7月10日   ベイジアンネットワーク
• 7月17日 ベイジアンネットワークと機械学習
• 7月24日      テストと総括

本日の目標

• ベイジアンネットワークと他の機械学習モデ
ルとの関係を理解する

ビック・データ時代
• 90年代ー00時代 インフラストラクチャー時代
いかにデータを蓄えるか、データを蓄えさせる時
代

• 有り余るデータとその有効活用が課題：大量の
データから高精度に高度な処理ができる手法→
次世代の企業コンピーテンシー

• 簡単にまねできない高精度な処理技法が注目さ
れる時代に突入

• 総合格闘技→数理統計、アルゴリズム、データ
ベースの統合的技術

古典的人工知能（ルール）

• 古典的AI （アリストテレス）
• 論理推論、 IF then rule
• 人は死ぬ、ソクラテスは人である、ソクラテスは
死ぬ
・
古典的ＡＩの問題
• 当たり前のことしか推論できない
• 不確実な現象を推論できない
• 例外が多い
• 学習ができない

確率推論では

• より一般化した表現

•同時確率分布



例：性別、髪の長さ、背の高さの同時確率分布

データより性別、髪の長さ、背の高さの同時確率分布が以下であるこ
とが分かっているとする。

P(男、髪短い、背高い）=0.2
P(男、髪長い、背高い）=0.125
P(男、髪長い、背低い）=0.05
P(男、髪短い、背低い）=0.125
P(女、髪短い、背高い）=0.05
P(女、髪長い、背高い）=0.125
P(女、髪長い、背低い）=0.2
P(女、髪短い、背低い）=0.125

P(男）=0.5, P(女)=0.5

同時確率分布からの確率推論

• 「その人は髪が短い」ことがわかった

P(男、髪短い、背高い）=0.2

P(男、髪短い、背低い）=0.125
P(女、髪短い、背高い）=0.05

P(女、髪短い、背低い）=0.125

男の確率=0.325/0.5=0.65

同時確率分布からの確率推論

• さらに「その人は背が高い」ことがわかった

P(男、髪短い、背高い）=0.2

P(女、髪短い、背高い）=0.05

男の確率=0.2/0.25=0.8

確率推論の数学的定式化

! x! x" =$
#$!

(! x%, x&, ⋯ x'|x")

データx!が得られたときのx"の確率
は

世界中のすべての変数の同時確率
分布を知ればなんでも推論でき

る！！

問題

• 変数が増えると状態数が指数的に増える
• すべて2値しかとらなくても １０変数で１０２４
パターンの同時確率を推定しないといけない。

• １００変数で
12676500000000000000000000000000
パターンの同時確率を推定しなければならない。



二つの問題

• 計算量が指数的に爆発する。
• データ数よりパターン数のほうが多くなってしまうと、
各パターンを推定するためのデータが０になるもの

が大量発生。

（大量のデータがあっても空データだらけになる）

ビッグデータ問題の課題は、スパースデータ（空デー

タの増加）と計算量(メモリ、計算速度）

ベイジアン・ネットワーク

)|()|()(
)|(

性別身長性別髪の長さ性別

性別、髪の長さ、身長

ppp
Gp =

同時確率パラメータ
は23-1=7個

条件付き確率パラ
メータは5個

性 別

髪の長さ 身 長

P(背が高い|男）=0.65

P(男）=0.5

P(背が高い|女）=0.35
P(髪が長い|男）=0.35
P(髪が長い|女）=0.65

ベイジアンネットワークの問題

• 欠点として計算量の多さ
• 現在 厳密学習では、2000ノードのネットワー
ク(Natori, Uto, Ueno 2017))

• 厳密推論では200ノードのネットワーク
(Li and Ueno 2017)
• 将来的にはこれを克服すれば最強ツールに
なる！！

解決のための数理モデル

ベイジアンネットワーク

同時確率分布

マルコフネットワーク

厳密解

厳密解

マルコフ確率場

ボルツマンマシン（ニュー
ラルネットワーク）

近似解

特殊解

深層学習

隠れ変数の導入

計算量、メモリ
使用量、空デー
タ
減少
により

変数数の巨大
化

ベイジアンネットワーク

• 確率構造が非循環有向グラフであれば、
同時確率分布が条件付確率の積に因数分解できる
ことが数学的に証明できる。

• 確率有向グラフが確率因果構造が対応し、ものご
との因果もわかる！！

現在考えられる最もよい同時確率分布の推定値

➾ 推論の予測精度が最高のはず！！

ベイジアンネットワークモデル
定義 N個の変数集合# = {#!, #", … , ##}をもつベイ

ジアンネットワークは，(G,Θ) で表現される．

・Gは#に対応するノード集合によって構成される

非循環有向グラフ(directed acyclic graph，DAG)

ネットワーク構造と呼ばれる．

・Θは，Gの各アークに対応する条件付き確率パラ

メータ集合{)(#$|Π$ , G)}，(/ = 1,… , 1)である．ただ

し，Π$は変数#$の親変数集合を示している．



同時確率分布

定理20 変数集合! = {!!, !", … , !#}をもつベ
イジアンネットワークの同時確率分布'(!)は以
下で示される．

' ! G =*
$
'(!$|Π$ , G))

ここで，Gは最小I-mapを示している．

演習

• 定理20を証明せよ．

ベイジアンネットワーク学習

ディレクレィ分布の周辺尤度を直接計算
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ベイジアンネットワークの学習

ここで、
.$%& = 1/1
1: モデルのパラメータ数
2$%&︓変数 3 が 4番⽬の親ノードパターン

を条件として 5 をとる頻度
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未知のデータへの予測を最⼤化する構造は

CPT(Conditional probabilities tables)
季節は
梅雨?

(A)

雨が降

った？
(C)

スプリン
クラーを
使った？

(B)

芝生が
濡れて
いる?
(D)

道路も
濡れて
いる?
(E)

A p(A)
真
偽

0.6
0.4

A    B p(B|A)
真 真
真 偽
偽 真
偽 偽

0.2
0.8
0.75
0.25

C    E p(E|C)
真 真
真 偽
偽 真
偽 偽

0.7
0.3
0.0
1.0

A    C p(C|A)
真 真
真 偽
偽 真
偽 偽

0.8
0.2
0.1
0.9

B    C    D p(E|C)
真 真 真
真 真 偽
真 偽 真
真 偽 偽
偽 真 真
偽 真 偽
偽 偽 真
偽 偽 偽

0.95
0.05
0.9
0.1
0.8
0.2
0.0
1.0

図3.12 ベイジアンネットワークのCPT1!)

同時確率分布表：joint probability 
distribution table, JPDT

A B C D E p(A,B,C,D,E) A B C D E p(A,B,C,D,E)
1 1 1 1 1 0.06384 0 1 1 1 1 0.01995
1 1 1 1 0 0.02736 0 1 1 1 0 0.00855
1 1 1 0 1 0.00336 0 1 1 0 1 0.00105
1 1 1 0 0 0.00144 0 1 1 0 0 0.00045
1 1 0 1 1 0.0 0 1 0 1 1 0.0
1 1 0 1 0 0.02160 0 1 0 1 0 0.24300
1 1 0 0 1 0.0 0 1 0 0 1 0.0
1 1 0 0 0 0.00240 0 1 0 0 0 0.02700
1 0 1 1 1 0.21504 0 0 1 1 1 0.00560
1 0 1 1 0 0.09216 0 0 1 1 0 0.00240
1 0 1 0 1 0.05376 0 0 1 0 1 0.00140
1 0 1 0 0 0.02304 0 0 1 0 0 0.00060
1 0 0 1 1 0.0 0 0 0 1 1 0.0
1 0 0 1 0 0.0 0 0 0 1 0 0.0
1 0 0 0 1 0.0 0 0 0 0 1 0.0
1 0 0 0 0 0.09600 0 0 0 0 0 0.09000

表3.1 図3.2の同時確率分布表：JPDT



周辺確率の計算効率化

例えば，図3.12について周辺確率%(' = 1|G)を求める。

∑!∑" ∑#∑$ % ' . % / 0, . % 2 % 0 2 % . 2 =

3
!
3
"
% ' . 3

#
%(/|0, .)3

$
% 2 % 0 2 % . 2 = 0.364

解決のための数理モデル

ベイジアンネットワーク

同時確率分布

マルコフネットワーク

厳密解

厳密解

マルコフ確率場

ボルツマンマシン（ニュー
ラルネットワーク）

近似解

特殊解

深層学習

隠れ変数の導入

計算量、メモリ
使用量、空デー
タ
減少
により

変数数の巨大
化

マルコフネットワーク

• 無向グラフ構造
• ベイジアンネットワークの互換モデル
利点

• 非循環有向グラフ構造の仮定がいらない。
欠点

• ベイジアンネットワークから変換できるがその逆
は不可

• 構造の学習ができない
• パラメータ数が多い

マルコフネットワークの同時確率分布
クリーク分解定理

• 2 #!, #", ⋯ , ## 4 = !
9(:)

∏;∈=6;( #;|7;)

• をギブス分布（Gibbs Distribution)と呼ぶ。

8はクリーク集合

クリーク

• 頂点の部分集合が完全グラフ（すべての頂点
間に辺がある）である場合

(A)

(C)(B)

(D) (E)



クリーク

• 頂点の部分集合が完全グラフ（すべての頂点
間に辺がある）である場合

(A)

(C)(B)

(D) (E)

計算例 ２値の場合

• 2 #>, #?, ⋯ , #@ 4 =
!

9 :
)(#>, #?, #;))(#?, #;, #A) )(#;, #@)

(A)

(C)(B)

(D) (E)
同時確率分布の
パラメータ数
31
➾
7+7+3=17

マルコフ・ネットワーク

同時確率パラメータは
23-1=7個

パラメータは6個

性 別

髪の長さ 身 長

P(男, 髪が長い）=0.175
P(男, 髪が短い）=0.325
P(女, 髪が長い）=0.325
P(女, 髪が短い）=0.175

P(男, 背が高い）=0.325
P(男, 背が低い）=0.175
P(女,背が高い）=0.175
P(女,背が低い）=0.325

マルコフネットワークの問題

• パラメータ数はクリークの大きさに対して指数
的に増え計算量が増えてしまうのでベイジア

ンネットワークより計算量が大きい。

• 数学的厳密性を緩和して計算が簡易なモデ
ルの必要性

マルコフ確率場

! "!, "", ⋯ , "# % = 1
((*),$

- ( "$)

,
($,')

- ( "$ , "')

• クリークをまともに計算せず、
グラフの辺ごとに分離して
同時確率分布を近似する。
• 画像処理などで用いられる。

マルコフネットワークに戻ろう
Log-Linear モデル

マルコフネットワークのファクターを

6;(#;|7;)=exp(−=(#;|7;）)
と定義する。

ここで、 = #; 7; = −log(6;(#;|7;)) > 0はク
リークcのエネルギー関数と呼ばれる。
すなわち

• 2 #!, #", ⋯ , ## 4 = !
9(:)

exp(−∑;=(#;|7;))



マルコフ確率場のLog-Linear モデル表
現

2 #!, #", ⋯ , ## 4

=
1

E(7)
exp(−F

$

=	(H$) −F
($,B)

=(H$ , HB))

Xは二値しかとらずに以下の構造を考
える

% &# = 1 &!, &$, ⋯ , &%, * = 1
+(-) exp −3

#
4	(&# = 1) −3

#,'
4(&# = 1, &')

=
exp −∑# 4	(&# = 1) − ∑ #,' 4(&# = 1, &')

exp −∑# 4	(&# = 1) − ∑ #,' 4(&# = 1, &') + exp −∑# 4	(&# = 0) − ∑ #,' 4(&# = 0, &')
= 1
1 + exp ∑# 4	(&# = 1) − ∑# 4	(&# = 0) + ∑ #,' 4(&# = 1, &') − ∑ #,' 4(&# = 0, &')

⋯⋯⋯

C%

Cｊ

−∑# 4	(&# = 1) + ∑# 4	(&# = 0) = 9#,∑ #,' 4(&# = 1, &') − ∑ #,' 4(&# = 0, &')=:#'&'とおくと

ボルツマンマシン
（ニューラルネットワーク）

−∑! #	(&! = 1) + ∑! #	(&! = 0) = ,!, 
∑ !,# #(&! = 1, &#) − ∑ !,# #(&! = 0, &#)=.!#&#
とおくと

/ &! = 1 &$, &%, ⋯ , && , 1 = 1
1 + exp −∑#.!#&# − ,!

⋯⋯⋯

C%

Cｊ

深層学習モデル
（ディープラーニング）

&#&# ⋯⋯⋯

ℎ&

C'C(

&#&# ℎ'ℎ(

&#&# ⋯⋯⋯E'E(

ℎ&&#&# ℎ'ℎ( 隠れ変数

入力変数

出力変数

隠れ変数

隠れ変数の役割

• 隠れ変数を積分消去すると
• 全変数間に辺が引かれた完全グラフ構造となる。
• 完全グラフ構造において、各辺の重みを最適化するこ
とにより、マルコフグラフの構造も同時に推定できる。

• 計算不可能な複雑な構造を 隠れ変数を導入するこ
とにより、単純で計算可能な階層構造に変換している.

• 真の確率構造が複雑な場合、隠れ変数層を増やさな
ければならないはず．

• ベイジアンネットワークで学習されるエッジ数が隠れ
変数の数に関係している可能性が高い．

やはり脳モデルはすごい！！
• ビッグデータにおける同時確率分布の問題は
変数の値のパターンがコンピュータや人間のメ
モリに入らないこと、計算速度が遅すぎること、
パターンが多すぎて空データが増えてしまうこと
である！！

• 脳モデルは メモリに乗らないほどの変数パター
ンは計算せず、すべて独立変数のように扱い、
隠れ変数が仲介する階層モデルにより、結果と
して変数間の依存性を補完する.

• 計算速度、メモリ使用量、欠損データ、近似精度
のトレードオフをすべて解決する！！



隠れ変数の数と構造の最適化が
今後のビッグチャレンジ

• 問題：周辺尤度や従来の情報量規準は隠れ変数の
数と構造を決めることはできない。ただ、モデルが正
則性を満たさないということだけではない。

• 隠れ変数の数と構造を最適にする規準（スコア）は何
か？

• ベイジアンネットワークで得られる構造のパラメータ数
とどのような関係にあるのか？

• 数学的に解明できるのか？
• その構造を学習できるのか？

分類器

分類器はディープラーニングアプローチと

確率アプローチに大別される

• ディープラーニングアプローチ
分類精度が高い
解釈性が低い
真の分類確率を推定できない

• 確率アプローチ

解釈性が高い
真の分類確率を推定できる
分類精度が低い

例) ベイジアンネットワーク分類器例) 深層ニューラルネットワーク

ベイジアンネットワーク分類器

ベイジアンネットワーク分類器:

ベイジアンネットワークにおける一つのノードを目的変
数とし, その他のノードを説明変数とした分類器

!!：熱!": 頭痛

!#:インフル
エンザ

!$：寒気

45

C): 目的変数
C( ~ C&: 説明変数

最も分類精度の高いベイジアンネットワーク分類
器として, 目的変数パラメータ数(NCP)を最小にして
真の分類確率に漸近収束する構造を学習する
手法が提案されている

G.H I =3
%*)

+
G.H%(Π%) ,

G.H% Π% = K
L% − 1 N% (O = 0 ∨ C) ∈ Π%)
0 (その他の場合)

Π%は変数C%の親変数集合, L%はC%の状態数, 
N%はΠ%のとりうるパターン数を意味する

目的変数パラメータ数最小化による
ベイジアンネットワーク分類器学習

評価実験

• 比較手法:
1. ランダムフォレスト (RF)
2. サポートベクターマシーン (SVM)
3. 深層ニューラルネットワーク (MLP)
4. ベイジアンネットワーク分類器 (BNC)
• 実データ:
– UCIレポジトリデータベースに登録されている

ベンチマークデータセット

• 実験手順:
–各手法, 各データセットに対して, 10分割交差検証に
よるテストデータの平均一致率を求め, 分類精度とした

各手法の分類精度



おわり

半年間 ご清聴ありがとうございました！！


