
11.写像（関数） (2)

植野真⾂
電気通信⼤学 情報数理⼯学コース



本授業の構成
第１回 10⽉ 3⽇︓第1回命題と証明
第２回 10⽉10⽇︓第2回集合の基礎、全称記号、存在記号
第３回 10⽉17⽇︓第3回命題論理
第４回 10⽉24⽇︓第4回述語論理
第５回 10⽉ 31⽇︓第5回述語と集合
第６回 11⽉ 7⽇︓第6回直積と冪集合
第７回 11⽉14⽇︓第7回様々な証明法 (1)
第８回 11⽉28⽇︓第8回様々な証明法 (2)
第９回 12⽉ 5⽇︓第9回様々な証明法 （再帰的定義と数学的帰納法）
第１０回 12⽉12⽇︓第10回写像 (関数) (1)
第１１回 12⽉19⽇︓第11回写像 (関数) (2)
第１２回 12⽉26⽇︓第12回写像と関係︓⼆項関係、関係⾏列、

グラフによる表現
第１３回 1⽉16⽇︓第13回同値関係
第１４回 1⽉23⽇︓第14回順序関係︓半順序集合、

ハッセ図、全順序集合、上界と下界
第１５回 1⽉30⽇︓第15回期末試験
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１．本⽇の⽬標

① 像と原像
② 逆像
③ 写像の合成
④ 逆写像



復習 以下はどのような写像
か︖
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復習 以下はどのような写像
か︖
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復習 以下はどのような写像
か︖
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復習 以下はどのような写像
か︖
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復習 以下はどのような写像か︖
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復習 以下はどのような写像か︖
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１． 像と原像
Def 1. 
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について
𝑦 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉を𝑥 ∈ 𝑈の像，
𝑥 ∈ 𝑈を𝑦 ∈ 𝑉の原像という。
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１． 像と原像
像の概念を部分集合に拡張︓
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について 部分集合𝐴 ⊆ 𝑈, 𝐵 ⊆ 𝑉を考え
る。 𝑉の要素のうち， 𝐴の要素の𝑓による値になって
いるものを集めて、写像𝑓による集合𝐴の像という。
𝐵 = 𝑓(𝐴)と書く。
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１． 像と原像
数学的に定義しよう。
内包的記述を⽤いると
Def 2. 
写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)， 𝐴 ⊆ 𝑈, 𝐵 ⊆ 𝑉に
ついて

𝐵 = 𝑓 𝐴 = {𝑦|? ? ? ? ? ? ? ? ? ? }
を𝐴の像という。
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１． 像と原像
数学的に定義しよう。
内包的記述を⽤いると
Def 2. 
写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)， 𝐴 ⊆ 𝑈, 𝐵 ⊆ 𝑉に
ついて
𝐵 = 𝑓 𝐴 = {𝑦|∃𝑥 ∈ 𝐴[𝑓 𝑥 = 𝑦]}

を𝐴の像という。
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１． 像と原像
数学的に定義しよう。
もうひとつの内包的記述を⽤いると
Def 2. 
写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)， 𝐴 ⊆ 𝑈, 𝐵 ⊆ 𝑉に
ついて

𝐵 = 𝑓 𝐴 = {？？？？？}
を𝐴の像という。
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１． 像と原像
数学的に定義しよう。
もうひとつの内包的記述を⽤いると
Def 2. 
写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)， 𝐴 ⊆ 𝑈, 𝐵 ⊆ 𝑉に
ついて

𝐵 = 𝑓 𝐴 = {𝑓 𝑥 |𝑥 ∈ 𝐴}
を𝐴の像という。
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例題１．

写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)の𝑓の値域を像
を⽤いて⽰せ。
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例題１.

写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)の𝑓の値域を像
を⽤いて⽰せ。

正答
ran 𝑓 = 𝑓(𝑈)
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例題２．

写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について𝑓は𝑈
から𝑉への全射であるときの必要
⼗分条件は

𝑓 𝑈 =? ? ? ?
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例題２.

写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について𝑓は𝑈
から𝑉への全射であるときの必要
⼗分条件は

正答
𝑓 𝑈 = 𝑉
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例題３
𝑈 = 1,2,3,4,5 , 𝑓: 𝑈 ↦ 𝑈; 𝑓(𝑥)について

𝑓 1 = 2, 𝑓 2 = 2, 𝑓 3 = 5,
𝑓 4 = 5, 𝑓 5 = 1 とする。
このとき，
(1) 𝑓の値域を求めよ。
(2) 1,2,3 の像𝑓[ 1,2,3 ]を求めよ。

(3) 1,3,5 の像𝑓[ 1,3,5 ]を求めよ。
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例題３
𝑈 = 1,2,3,4,5 , 𝑓: 𝑈 ↦ 𝑈; 𝑓(𝑥)について

𝑓 1 = 2, 𝑓 2 = 2, 𝑓 3 = 5,
𝑓 4 = 5, 𝑓 5 = 1 とする。
このとき，
(1) 𝑓の値域を求めよ。 1,2,5
(2) 1,2,3 の像𝑓[ 1,2,3 ]を求めよ。

(3) 1,3,5 の像𝑓[ 1,3,5 ]を求めよ。
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例題３
𝑈 = 1,2,3,4,5 , 𝑓: 𝑈 ↦ 𝑈; 𝑓(𝑥)について

𝑓 1 = 2, 𝑓 2 = 2, 𝑓 3 = 5,
𝑓 4 = 5, 𝑓 5 = 1 とする。
このとき，
(1) 𝑓の値域を求めよ。 1,2,5
(2) 1,2,3 の像𝑓[ 1,2,3 ]を求めよ。

2,5
(3) 1,3,5 の像𝑓[ 1,3,5 ]を求めよ。
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例題３
𝑈 = 1,2,3,4,5 , 𝑓: 𝑈 ↦ 𝑈; 𝑓(𝑥)について

𝑓 1 = 2, 𝑓 2 = 2, 𝑓 3 = 5,
𝑓 4 = 5, 𝑓 5 = 1 とする。
このとき，
(1) 𝑓の値域を求めよ。 1,2,5
(2) 1,2,3 の像𝑓[ 1,2,3 ]を求めよ。

2,5
(3) 1,3,5 の像𝑓[ 1,3,5 ]を求めよ。

1,2,5
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２．逆像
写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について
𝑈の要素のうち𝑓による値が𝐵に属する要
素を集めてできる集合を，写像𝑓による
𝐵の逆像といい、𝑓!"(𝐵)と書く。
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２．逆像

Def 3
写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について,		
以下の集合𝑓!"(𝐵)を写像𝑓による
𝐵の逆像とよぶ。

𝑓!" 𝐵 = {𝑥|𝑓(𝑥) ∈ 𝐵} .
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例題１

𝑈 = 1,2,3,4,5 , 𝑓: 𝑈 ↦ 𝑈; 𝑓(𝑥)について
𝑓 1 = 2, 𝑓 2 = 2, 𝑓 3 = 5, 𝑓 4 =
5, 𝑓 5 = 1
とする。
このとき，
(1) 1 の逆像𝑓!"[{1}]を求めよ。

(2) 2,5 の逆像𝑓!"[{2,5}]を求めよ。
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例題１
𝑈 = 1,2,3,4,5 , 𝑓: 𝑈 ↦ 𝑈; 𝑓(𝑥)について
𝑓 1 = 2, 𝑓 2 = 2, 𝑓 3 = 5, 𝑓 4 =
5, 𝑓 5 = 1
とする。
このとき，
(1) 1 の逆像𝑓!"[{1}]を求めよ。 5

(2) 2,5 の逆像𝑓!"[{2,5}]を求めよ。
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例題１
𝑈 = 1,2,3,4,5 , 𝑓: 𝑈 ↦ 𝑈; 𝑓(𝑥)について
𝑓 1 = 2, 𝑓 2 = 2, 𝑓 3 = 5, 𝑓 4 =
5, 𝑓 5 = 1
とする。
このとき，
(1) 1 の逆像𝑓!"[{1}]を求めよ。 5

(2) 2,5 の逆像𝑓!"[{2,5}]を求めよ。 1,2,3,4
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例題2．

写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について， 𝐴 ⊆ 𝑈を
考える。

𝐴 ⊆ 𝑓!"[𝑓(𝐴)]を証明せよ。
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例題2．
写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について， 𝐴 ⊆ 𝑈を考える。

𝐴 ⊆ 𝑓!"[𝑓(𝐴)] を証明せよ。
[証明] 定義に戻れ︓𝐴 ⊆ B ⇔ ∀𝑥 𝑥 ∈ 𝐴 → 𝑥 ∈ 𝐵
全称含意命題の証明では∀をとって束縛変数（ある
値）𝑥 ∈ 𝐴と仮定して右辺を導く。
𝑥 ∈ 𝐴と仮定すると， 𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐴). このとき逆
像の定義より𝑓!"[𝑓(𝐴)] ={𝑥|𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐴)}

より 𝑥 ∈ 𝑓!"[𝑓(𝐴)] ．従って𝐴 ⊆ 𝑓!"[𝑓(𝐴)]

█
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例題3．
写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について， 𝐵 ⊆ 𝑉を考える。

𝑓[𝑓!"(𝐵)] ⊆ 𝐵を証明せよ。
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例題3．

写像𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥)について， 𝐵 ⊆ 𝑉を考える。
𝑓[𝑓!"(𝐵)] ⊆ 𝐵を証明せよ。

[証明] 定義に戻れ︓𝐴 ⊆ B ⇔ ∀𝑥 𝑥 ∈ 𝐴 → 𝑥 ∈ 𝐵
全称含意命題の証明では∀をとり束縛変数（あ
る値）𝑥 ∈ 𝐴と仮定して右辺を導く。
𝑦 ∈ 𝑓[𝑓!"(𝐵)]と仮定すると， 𝑥 ∈ 𝑓!" 𝐵
かつ𝑓 𝑥 = 𝑦を満たす𝑥が存在する．このとき，
𝑥 ∈ 𝑓!" 𝐵 なので𝑓(𝑥) ∈ 𝐵. 従って， 𝑦 ∈ 𝐵.
𝑓[𝑓!"(𝐵)] ⊆ 𝐵 █
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3. 写像の合成
Def 4.
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓(𝑥) と 𝑔: 𝑉 ↦ 𝑊;𝑔(𝑥)に対し，

ℎ: 𝑈 ↦ 𝑊;ℎ 𝑥 = 𝑔(𝑓 𝑥 )
を合成写像ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 と表す。
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例題１
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑉 = 0,1,2 ,𝑊 = {𝑝, 𝑞}とす
る。
このとき，
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓 𝑎 = 1, 𝑓 𝑏 = 2, 𝑓 𝑐 = 0
𝑔: 𝑉 ↦ 𝑊;𝑔 0 = 𝑝, 𝑔 1 = 𝑝, 𝑔 2 = 𝑞
である。合成写像ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓の列を求めよ。
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例題１
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑉 = 0,1,2 ,𝑊 = {𝑝, 𝑞} とする。
このとき，
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓 𝑎 = 1, 𝑓 𝑏 = 2, 𝑓 𝑐 = 0
𝑔: 𝑉 ↦ 𝑊;𝑔 0 = 𝑝, 𝑔 1 = 𝑝, 𝑔 2 = 𝑞
である。合成写像 ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 の列を求めよ。
正答︓ 𝑔 ∘ 𝑓 𝑎 = 𝑔 𝑓 𝑎 = 𝑔 1 = 𝑝
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例題１
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑉 = 0,1,2 ,𝑊 = {𝑝, 𝑞} とする。
このとき，
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓 𝑎 = 1, 𝑓 𝑏 = 2, 𝑓 𝑐 = 0
𝑔: 𝑉 ↦ 𝑊;𝑔 0 = 𝑝, 𝑔 1 = 𝑝, 𝑔 2 = 𝑞
である。合成写像 ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 の列を求めよ。
正答︓ 𝑔 ∘ 𝑓 𝑎 = 𝑔 𝑓 𝑎 = 𝑔 1 = 𝑝

𝑔 ∘ 𝑓 𝑏 = 𝑔 𝑓 𝑏 = 𝑔 2 = 𝑞
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例題１
𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑉 = 0,1,2 ,𝑊 = {𝑝, 𝑞} とする。
このとき，
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑓 𝑎 = 1, 𝑓 𝑏 = 2, 𝑓 𝑐 = 0
𝑔: 𝑉 ↦ 𝑊;𝑔 0 = 𝑝, 𝑔 1 = 𝑝, 𝑔 2 = 𝑞
である。合成写像 ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 の列を求めよ。
正答︓ 𝑔 ∘ 𝑓 𝑎 = 𝑔 𝑓 𝑎 = 𝑔 1 = 𝑝

𝑔 ∘ 𝑓 𝑏 = 𝑔 𝑓 𝑏 = 𝑔 2 = 𝑞
𝑔 ∘ 𝑓 𝑐 = 𝑔 𝑓 𝑐 = 𝑔 0 = 𝑝
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例題2

𝑓:ℕ ↦ ℕ; 𝑥 ↦ 𝑥 + 1,
𝑔: ℕ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 3,

のとき，合成写像𝑔 ∘ 𝑓を求めよ。
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例題2
𝑓:ℕ ↦ ℕ; 𝑥 ↦ 𝑥 + 1,
𝑔: ℕ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 3,

のとき，合成写像𝑔 ∘ 𝑓を求めよ。
正答

𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 + 1
= 2 𝑥 + 1 − 3 = 2𝑥 − 1

従って
𝑔 ∘ 𝑓: ℕ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 1 .
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例題3

𝑓:ℝ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 𝑥 + 1,
𝑔: ℕ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 3,

のとき，合成写像𝑓 ∘ 𝑔を求めよ。
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例題3

𝑓:ℝ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 𝑥 + 1,
𝑔: ℕ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 3,

のとき，合成写像𝑓 ∘ 𝑔を求めよ。
正答

𝑓 ∘ 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑔 𝑥 = 𝑓 2𝑥 − 3
= 2𝑥 − 3 + 1 = 2𝑥 − 2

従って
𝑓 ∘ 𝑔 ∶ ℕ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 2 .

𝑔 ∘ 𝑓: ℕ ↦ ℝ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 1とは異なる41



例題3の補題

𝑓:ℕ ↦ ℕ; 𝑥 ↦ 𝑥 + 1,
𝑔: ℕ ↦ ℕ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 3,

のとき，合成写像𝑓 ∘ 𝑔を求めよ。
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例題3の補題

𝑓:ℕ ↦ ℕ; 𝑥 ↦ 𝑥 + 1,
𝑔: ℕ ↦ ℕ; 𝑥 ↦ 2𝑥 − 3,

のとき，合成写像𝑓 ∘ 𝑔を求めよ。
正答
𝑔は写像ではないので解なし
𝑥 = 1のとき， 𝑔 𝑥 = −1でℕでない。
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例題4

𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉, 𝑔: 𝑉 ↦ 𝑊, ℎ:𝑊 ↦ 𝑋,
のとき， ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑓 = ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)を証明
せよ。
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例題4
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉, 𝑔: 𝑉 ↦ 𝑊, ℎ:𝑊 ↦ 𝑋,

のとき， ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑓 = ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)を証明せよ。
[証明]
全称記号∀𝑥 ∈ 𝑈が隠れている全称記号について
の証明。 ∀をとって束縛変数として扱う。
𝑥 ∈ 𝑈とする。

ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 = ℎ ∘ 𝑔 𝑓 𝑥 = ℎ 𝑔 𝑓 𝑥 =
ℎ((𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)) = (ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓))(𝑥) █
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４．逆写像
Def 5
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉 が全単射のとき，
𝑓!": 𝑉 ↦ 𝑈を 𝑓の逆写像と呼ぶ。
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例題１

𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑉 = 0,1,2
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑎 ↦ 2, 𝑏 ↦ 0, 𝑐 ↦ 1のと
き，逆写像を求めよ。
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例題１

𝑈 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑉 = 0,1,2
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉; 𝑎 ↦ 2, 𝑏 ↦ 0, 𝑐 ↦ 1のと
き，逆写像を求めよ。
[回答]
𝑓!": 𝑉 ↦ 𝑈; 0 ↦ 𝑏, 1 ↦ 𝑐, 2 ↦ 𝑎
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例題２

𝑓:ℝ ↦ ℝ#; 𝑓 𝑥 = exp 𝑥 = 𝑦
の逆写像を求めよ。
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例題２

𝑓:ℝ ↦ ℝ#; 𝑓 𝑥 = exp 𝑥 = 𝑦
の逆写像を求めよ。
[回答]
𝑓!": ℝ# ↦ ℝ; 𝑓!" 𝑦 = ln(𝑦)
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例題3

恒等写像id𝑢: 𝑈 ↦ 𝑈; id𝑢 𝑥 =
𝑥 の逆写像id𝑢!"を求めよ。
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例題3

恒等写像id𝑢: 𝑈 ↦ 𝑈; id𝑢 𝑥 =
𝑥 の逆写像id𝑢!"を求めよ。
[回答]

id𝑢!" 𝑥 = id𝑢 𝑥
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例題4

𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉 が全単射のとき，
𝑓!" ∘ 𝑓はどのような写像か︖
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例題4

𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉 が全単射のとき，
𝑓!" ∘ 𝑓はどのような写像か︖
[回答]

𝑓!" ∘ 𝑓 = id𝑢 𝑥
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まとめ

① 像と原像
② 逆像
③ 写像の合成
④ 逆写像



演習問題
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問題1
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉，𝐴", 𝐴# ⊆ 𝑈のとき，
以下を証明せよ．

𝐴" ⊆ 𝐴# ⇒ 𝑓 𝐴" ⊆ 𝑓 𝐴# .
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問題2
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉，𝐵", 𝐵# ⊆ 𝑉のとき，
以下を証明せよ．

𝐵" ⊆ 𝐵# ⇒ 𝑓!" 𝐵" ⊆ 𝑓!" 𝐵# .
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問題3
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉と𝑔: 𝑉 ↦ 𝑊とする．
以下を証明せよ．
(1) 𝑓と𝑔が単射ならば𝑔 ∘ 𝑓も単射である．
(2) 𝑓と𝑔が全射ならば𝑔 ∘ 𝑓も全射である．
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問題4

𝑈 = 𝑎 , V = a, b
𝑓: 𝑈 ↦ 𝑉と𝑔: 𝑉 ↦ 𝑈を𝑓 𝑎 = 𝑎, 𝑔 𝑎 =
𝑎, 𝑔 𝑏 = 𝑎とする。
このとき， 𝑔 ∘ 𝑓と𝑓 ∘ 𝑔はそれぞれ恒
等写像となるか︖
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