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 要  旨 

 ベイジアンネットワークは確率変数をノードとし，ノード間の条件付き従属関係を非循環有向

グラフで表し，同時確率分布が各ノードの親ノード集合を所与とした条件付き確率の積に分解さ

れる確率的グラフィカルモデルである． 
ベイジアンネットワークの学習は，条件付き確率パラメータ集合をデータから推定するパラメ

ータ学習と変数に対応するノード集合によって構成される非循環有向グラフネットワーク構造を

データから推定する構造学習の二つに分けて考えることができる．構造学習では，候補構造の中

から学習スコアを最大化する構造を探索するスコアベースアプローチと，条件付き独立性検定を

用いて構造を探索する制約ベースアプローチが主に用いられている．スコアベースアプローチの

構造学習では，学習スコアとして BDeuスコアがよく用いられるが，BDeuスコアのハイパーパ
ラメータの Equivalent Sample Size（ESS）の値は，ユーザーが自由に設定できる事前知識の重
みを示す擬似データであり，ESSの値は構造学習の結果に大きな影響を与えることが知られてい
る．そのため，データから最適な ESSの値を決定することが必要である． 
本論文では，Ueno (2010)により数学的に示されたデータ数が十分に大きい場合に ESSの最適
値が 1.0 に収束することを実証的に示す．データ数が十分に大きくない場合に一般的に用いられ
てきた，BDeuスコアを最大化する ESSの値を用いる経験ベイズ手法が，ESSの最適値を求める
ことができていないことを構造学習の評価実験の結果より示す． 
そこで，数学的手法ではなくこれまでベイジアンネットワークで用いられてこなかった交差検

証を用いた ESSの決定法として四つの手法を提案する．そして，交差検証を用いた提案手法によ
る構造学習の評価実験の結果について考察する． 
実験の結果，様々な条件を変えて最適値を得ることができる手法は残念ながら明らかにはされ

なかった．しかし，データ数が小さいときに，従来から一般的に用いられてきた経験ベイズ手法

が最適値を保証しないことを示したことは意義深い． 
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ୈ 1ষ

͡Ίʹ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫɼ֬มΛϊʔυͱ͠ɼϊʔυؒͷ͖݅ैଐؔΛ

ඇ॥༗άϥϑʢDirected Acyclic Graph, DAGʣͰද͠ɼಉ͕֤֬࣌ϊʔυͷ

ϊʔυू߹Λॴ༩ͱ͖ͨ݅֬͠ͷੵʹղ͞ΕΔ֬తάϥϑΟΧϧϞσϧͰ

͋Δɽ

Ͱ͖Δ͔༺׆ɼΠϯλʔωοτ্ʹ൙ཞ͍ͯ͠ΔେྔͷσʔλΛͲͷΑ͏ʹ༗ޮࡏݱ

ॏཁͳ՝ͱͳ͍ͬͯΔɽϕΠδΞϯωοτϫʔΫಉ֬࣌ͷ࠷Ծఆ͕গͳ͍ࣗ

વͳϞσϧͱͯ͠ɼ༷ʑͳࣄΛϊʔυʹΑͬͯද͢ݱΔ͜ͱ͕ՄͰɼશͯͷϊʔυ͕

ೖྗͱग़ྗʹ༻͍Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͞Βʹɼ֬ਪͷ༧ଌਫ਼͕͍͜ߴͱ͕ΒΕ͍ͯ

ΔͨΊɼඇৗʹద༻ൣғͷٕ͍ज़Ͱ͋Δɽ[1]ͦͷͨΊɼγεςϜͷނোஅϚʔέ

ςΟϯάͷଟ͍Ԡ༻ྫ͕͋Δɽ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷֶशɼ͖݅֬ύϥϝʔλू߹Λσʔλ͔Βਪఆ͢Δ

ύϥϝʔλֶशͱɼมʹରԠ͢Δϊʔυू߹ʹΑͬͯߏ͞ΕΔඇ॥༗άϥϑωο

τϫʔΫߏΛσʔλ͔Βਪఆ͢Δߏֶशͷೋͭʹ͚ͯ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ΔείΞʔεΞϓ͢ࡧΛ୳ߏͭ࣋దͳֶशείΞΛ࠷͔ΒߏֶशͰɼީิߏ

ϩʔνͱɼ͖݅ಠཱੑݕఆʹΑΓߏΛ୳͢ࡧΔ੍ϕʔεΞϓϩʔν͕Α͘༻͍Β

Ε͍ͯΔɽείΞʔεΞϓϩʔνͷߏֶशͰɼҰൠʹपลΛ࠷େԽ͢Δߏ

Λ୳͢ࡧΔɽ

ύϥϝʔλͷࣄલʹσΟϦΫϨΛԾఆͨ͠ͱ͖ɼपล Bayesian Dirichlet

ʢBDʣείΞͱݺΕΔɽ͞ΒʹɼHeckerman, Geiger and Chickering (1995) [2]͕ఏҊ͠
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͍ͯΔ BDείΞʹՁʹໃ६͠ͳ͍݅Λಋೖֶͨ͠शείΞ Bayesian Dirichlet

equivalentʢBDeʣείΞͱݺΕΔɽBDeείΞͰɼEquivalent Sample SizeʢESSʣͱ

ΔωοτϫʔΫ͍ͯ͑ߟʹલࣄσʔλΛɼϢʔβʔ͕ࣅલࣝͷॏΈΛٖࣔ͢ࣄΕΔݺ

.ͷԾઆΛॴ༩ͱ֤ͯ͠ϋΠύʔύϥϝʔλʹ͍ͯ͠Δߏ

·ͨɼBuntine (1991) [3] ͕ఏҊֶͨ͠शείΞɼESS ΛύϥϝʔλͰׂΔ͜

ͱͰҰ༷ࣄલΛಋೖ͢Δ BDe είΞͷಛघͳ߹ͱղऍ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͨΊɼ

Bayesian Dirichlet equivalent uniformʢBDeuʣείΞͱݺΕ͍ͯΔɽHeckerman, Geiger

and Chickering (1995)ࢦఠ͍ͯ͠Δ͕Ϣʔβʔ͕ࣄલʹωοτϫʔΫߏͷԾઆΛͭ࣋

͜ͱࠔͰ͋Γɼ͍ͯͬޡΔՄੑ͍ͨߴΊɼࡏݱ BDeuείΞ͕Α͘༻͍ΒΕͯ

͍ΔֶशείΞͰ͋Δɽ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷείΞʔεΞϓϩʔνͷߏֶशͰɼBDeuείΞ͕Α

͘༻͍ΒΕ͍ͯΔ͕ɼSteck (2002) [4] σʔλ͕େ͖͍߹Ͱ͋ͬͯɼBDeu εί

ΞͷϋΠύʔύϥϝʔλͷ ESSͷΛ 0ʹ͚͍ۙͮͯ͘ͱֶश͞ΕͨϕΠδΞϯωοτ

ϫʔΫͷ DAGߏͷΤοδ͕ݮগ͠ɼESSͷΛେ͖͘͢Δͱ DAGߏͷΤοδ

૿͑Δͱ͍͏ੑ࣭͕͋Δ͜ͱΛγϛϡϨʔγϣϯʹΑΓࣔͨ͠ɽUeno (2010) [5] ɼ

σʔλ͕ेʹେ͖͍߹ BDeuείΞͷ ESSͷ దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱ࠷1.0͕

Λֶతʹࣔͨ͠ɽ·ͨɼSilander, Kontakanen and Myllymäki (2007) [6] ɼϢʔβʔ

͕ࣗ༝ʹઃఆͰ͖Δ ESSͷ͕ BDeuείΞΛ༻͍ͨߏֶशʹΑΓֶश͞ΕΔωοτ

ϫʔΫߏʹରͯ͠େ͖ͳӨڹΛ༩͑Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ͕ͨͬͯ͠ɼσʔλ͕ेʹେ

͖͘ͳ͍߹ͷ ESSͷϢʔβʔ͕ࣗ༝ʹઃఆ͢ΔͷͰͳ͘σʔλ͔Β࠷దͳΛ

ܾఆ͢Δ͜ͱ͕ඞཁʹͳΔɽ

Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007)ɼ͜ͷͷղܾख๏ͷҰͭͱͯ͠ ESS

ͷΛ 1 ͔Β 100 ·Ͱ 1.0 ͣͭมԽͤ͞ͳ͕Β BDeu είΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS Λͭݟ

͚Δͱ͍͏ݧܦϕΠζख๏ΛఏҊͨ͠ɽ͞ΒʹɼSteck (2008) [7] ɼपลΛ࠷େ

Խ͢Δ ESS ͷΛۙࢉܭࣅΛ༻͍ͯղੳతʹٻΊΔݧܦϕΠζख๏ΛఏҊ͠ɼSilander,

7



Kontakanen and Myllymäki (2007) ͷݧܦϕΠζख๏ΑΓߴʹಉఔͷਫ਼Λอͭ

ESSͷΛٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ

ຊจͰɼ·ͣɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͱͦͷߏֶशʹ͍ͭͯड़ɼBDeuεί

Ξͷ ESSͷͷܾఆ๏ͷैདྷख๏Λड़Δɽ࣍ʹɼैདྷख๏ʹΑΓܾఆͨ͠ ESSͷΛ

ͷ݁ՌΑΓɼσʔλ͕ेʹେ͖͍߹ݧֶशͷධՁ࣮ߏ͍ͨ༺ BDeu είΞͷ

ESSͷ దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛࣔ͢ɽ͞Βʹɼσʔλ͕ेʹେ͖͘ͳ͍࠷1.0͕

߹ʹ͜Ε·ͰҰൠతʹ༻͍ΒΕ͖ͯͨݧܦϕΠζख๏͕ɼESSͷΛ࠷దԽͰ͖͍ͯͳ͍

͜ͱΛ࣮ূతʹࣔ͢ɽ

͜ͷ͜ͱ͔Β BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷֶ͕शޮΛ࠷େԽ͢ΔͱݶΒͳ

͍ͱ͍͏͜ͱ͕Θ͔Δɽͦ͜ͰɼESSͷֶతͳ࠷దԽࠔͰ͋Δͱ͑ߟɼݧܦతʹަ

ֶशʹ͓͚ΔަߏΛ༻͍ܾͯఆ͢Δख๏ΛఏҊ͢ΔɽϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷূݕࠩ

͍ͨ༺Λূݕࠩ ESSͷܾఆ๏ͰɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ

͕ͲΕ΄ͲదͳߏͰ͋Δ͔ΛଌΔ͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δɽ

Ueno (2008) [9]ͰɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏΛਅͷωο

τϫʔΫߏͱൺֱͯ͠ޡΓͷݸΛ࠷খԽ͢Δ ESSͷΛબ͢Δख๏͕ఏҊ͞Εͯ

͍Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ࣮ݱʹਅͷωοτϫʔΫߏະͰ͋ΔͨΊਅͷωοτϫʔΫ

ͱൺֱ͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍ɽߏ

·ͨɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏͱςετσʔλ͔Βֶश

͞ΕͨωοτϫʔΫߏΛൺֱͯ͠ɼޡΓͷݸΛ࠷খԽ͢Δ ESSͷΛબ͢Δख๏

͑ߟΒΕΔ͕ɼUeno (2010) [5]Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼESSͷΛେ͖͍ͯ͘͘͠ͱɼ

ֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏۙతʹશάϥϑʹ͖ۙͮɼESS ͷΛখ͍ͯ͘͞͠

͘ͱɼֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏۙతʹۭάϥϑʹۙͮͨ͘Ίɼ͜ͷΑ͏ͳަࠩݕ

ূʹΑΓܾఆ͢Δ ESSͷͰɼਅͷߏΛֶश͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞Εͯ

͍Δɽ

ຊڀݚͰఏҊ͢ΔަࠩূݕΛ༻͍ͯ ESSͷΛܾఆ͢Δख๏ͰɼτϨʔχϯάσʔ
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λ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ͕ͲΕ΄ͲదͳߏͰ͋Δ͔Λςετσʔλʹର͢

Δ༧ଌਫ਼ͱͯ͠ҎԼͷ࢛ͭͷख๏ΛఏҊ͢Δɽ

1. ͖݅ Kullback-LeiblerใྔΛ༻͍Δख๏

͖݅ Kullback-Leiblerใྔɼೋͭͷ֬ͷࠩҟΛද͢ࢦඪͰɼؒ

͕ςεߏΕΔɽτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫݺͱڑٖ

τσʔλͷ֬ߏͱͲΕ΄Ͳ͍͔ۙΛ͑ߟΔͨΊɼ͖݅ Kullback-Leibler

ใྔΛ࠷খԽ͢Δ ESSͷΛٻΊΔɽ

2. Predictive LikelihoodΛ༻͍Δख๏

Malone, Järvisalo and Myllymäki (2015) [10]Ͱड़ΒΕ͍ͯΔτϨʔχϯάσʔλ

͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏʹ͓͚Δ֤มͷมΛॴ༩ͱͨ͠ςετσʔ

λͷ͖݅Ͱ͋Δ Predictive LikelihoodΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷΛٻΊΔɽ

3. ੜσʔλͷςετσʔλͱͷҰகճΛ༻͍Δख๏

τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ͕ςετσʔλͷ༧ଌʹͲΕ

͚ͩͯ·Δ͔Λ͑ߟɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ͔

ΒσʔλΛੜ͠ɼͦͷσʔλͱςετσʔλͷҰகճΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷ

ΛٻΊΔɽ

4. ϚϧίϑϒϥϯέοτΛ༻͍ͨςετσʔλͷ͖݅Λ༻͍Δख๏

τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏʹ͓͚Δ֤มͷϚϧίϑϒ

ϥϯέοτΛॴ༩ͱͨ͠ςετσʔλͷ͖݅Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷΛٻ

ΊΔɽ

ɹޙ࠷ʹɼఏҊख๏ʹΑΓܾఆͨ͠ ESSͷΛ༻͍ͨߏֶशͷධՁ࣮ݧͷ݁ՌΛैདྷ

ख๏ͱൺֱͨ݁͠Ռɼ༷ʑͳ݅Λม͑ͯ ESSͷ࠷దΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δख๏೦

ͳ͕Β໌Β͔ʹ͞Εͳ͔ͬͨɽ͔͠͠ͳ͕Βɼσʔλ͕খ͍͞ͱ͖ʹɼैདྷ͔ΒҰൠ

తʹ༻͍ΒΕ͖ͯͨݧܦϕΠζख๏͕࠷దΛอূ͠ͳ͍͜ͱΛࣔͨ͜͠ͱҙٛਂ͍ɽ
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ୈ 2ষ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫֶश

ຊষͰɼຊڀݚʹ͓͍ͯඞཁͱͳΔϕΠδΞϯωοτϫʔΫͱϕΠδΞϯωοτϫʔ

Ϋͷֶशʹ͍ͭͯɼૅجతͳࣝʹؔͯ͠ड़Δɽ

2.1 ϕΠδΞϯωοτϫʔΫ

n ߹ͷมूݸ x = {x1, x2, · · · , xn} ΛͭϕΠδΞϯωοτϫʔΫɼ(G,Θ) Ͱද

ΕΔɽ͞ݱ

• G  x ʹରԠ͢Δϊʔυू߹ʹΑͬͯߏ͞ΕΔඇ॥༗άϥϑʢdirected

acyclic graph, DAGʣωοτϫʔΫߏͱݺΕΔɽ

• ΘɼG ͷ֤ΤοδʹରԠ͢Δ͖݅֬ύϥϝʔλू߹ {p(xi | Πi, G)}, (i =

1, · · · , n)Ͱ͋Δɽͨͩ͠ɼΠiม xiͷมू߹Λ͍ࣔͯ͠Δɽ

มू߹ x = {x1, x2, · · · , xn} ΛͭϕΠδΞϯωοτϫʔΫ (G,Θ) ͷಉ֬࣌

 p(x | G,Θ)ҎԼͷΑ͏ʹɼ֤มͷมू߹Λॴ༩ͱ͖ͨ݅֬͠ͷੵʹ

ղ͞ΕΔɽ

p(x | G,Θ) =
∏

i

P (xi | Πi, G,Θ) (2.1)

֤ม xi riݸͷཁૉΛͭঢ়ଶू߹ {1, · · · , ri} ͔ΒҰͭͷΛͱΓɼ֤ม xi͕

 k ΛͱΔͱ͖ɼxi = k ͱॻ͘͜ͱͱ͢Δɽ·ͨɼ֤ม xiͷมू߹Πiͷύλʔ

ϯ qiݸͱ͠ɼΠi͕ j ൪ͷύλʔϯΛͱΔͱ͖ɼΠi = j ͱॻ͘͜ͱͱ͢Δɽ͞Βʹɼ
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Πi = j ͷͱ͖ʹ xi = k ͱͳΔ͖݅֬ p(xi = k | Πi = j,G)Λ͖݅֬ύϥ

ϝʔλθijkͰද͠ɼΠi = j ͷͱ͖ʹ xi = k ͱͳΔසΛ nijkͰද͢͜ͱͱ͢Δɽ

2.2 ϕΠδΞϯωοτϫʔΫֶश

2.2.1 ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷύϥϝʔλֶश

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷ͖݅֬ύϥϝʔλू߹ Θ = {θijk}Λσʔλ͔Βਪఆ

͢Δ͜ͱΛΠδΞϯωοτϫʔΫͷύϥϝʔλֶशͱݺͿɽ

σʔλ D Λ༩͑ΒΕͨͱ͖ɼύϥϝʔλू߹ Θʹ͍ͭͯͷɼࣜ (2.2)ͷଟ߲

ʹै͏ɽ

p(D | Θ, G) =
n∏

i=1

qi∏

j=1

(
ri∑

k=1

nijk

)
!

ri∏

k=1

nijk!

ri∏

k=1

θ
nijk

ijk (2.2)

͜͜Ͱɼ

(
ri∑

k=1

nijk

)
!

ri∏

k=1

nijk!

ɼΛੵͯ͠ 1.0ʹ͢Δਖ਼نԽ߲Ͱ͋Δɽ

͜͜Ͱɼύϥϝʔλू߹ Θʹ͍ͭͯͷࣄલ p(Θ | G)Λ͑ߟΔ͕ɼύϥϝʔλू߹

Θʹ͍ͭͯͷଟ߲ʹै͏ͨΊɼࣄલͱޙࣄ͕ಉͱͳΔΑ͏ɼଟ߲

ͷࣗવڞࣄલͰ͋ΔσΟϦΫϨΛࣜ (2.3) ͷΑ͏ʹԾఆ͢Δɽ͜͜ͰɼΓ

Γ(x + 1) = xΓ(x)Λຬͨ͢ΨϯϚؔɼαijkɼnijkʹରԠ͢ΔࣄલࣝΛදٖ͢ࣅα

ϯϓϧͷϋΠύʔύϥϝʔλͰ͋Δɽ

p(Θ | G) =
n∏

i=1

qi∏

j=1

Γ

(
ri∑

k=1

αijk

)

ri∏

k=1

Γ(αijk)

ri∏

k=1

θ
αijk−1
ijk (2.3)

͜͜ͰɼσΟϦΫϨͷੑ࣭ΑΓɼαijkͷ͕શͯ 1.0ͷͱ͖ɼθijkͷࣄલҰ༷
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ͱͳΔɽαijkͷ͕શͯ 0.5ͷΑ͏ʹখ͘͞ͳΔͱɼθijkͷࣄલ UͷΑ͏ʹ

֬ 0 ͱ 1 ͷ෦ʹೋۃԽͯ͠ີ͕͘ߴͳΔɽαijkͷ͕શͯ 10 ͷΑ͏ʹେ͖͍ʹ

ͳΔͱɼθijkͷࣄલತʹ͖ۙͮɼਪఆ͕σʔλͷӨڹΛड͚ʹ͘͘ͳΔɽ

લʹΛֻ͚߹ΘͤΔ͜ͱͰಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰɼࣜࣄޙࣄ (2.2)ͱࣜ

(2.3)Λֻ͚߹ΘͤΔ͜ͱͰ࣍ͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

p(D,Θ | G) =
n∏

i=1

qi∏

j=1

Γ

(
ri∑

k=1

αijk

)

ri∏

k=1

Γ(αijk)

ri∏

k=1

θ
nijk+αijk−1
ijk (2.4)

ϕΠζ౷ֶܭͰ MAPਪఆΑΓޙࣄͷਪఆͰ͋Δ EAPਪఆͷํ͕ɼ݈ؤ

Ͱ༧ଌޮ͕ྑ͍ͱ͍͏͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽθijk ͷ EAPਪఆɼࣜ (2.4)ͷظͰ

͋ΔͷͰ࣍ͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

θ̂ijk =
αijk + nijk

αij + nij
(2.5)

ͨͩ͠ɼ

αij =
ri∑

k=1

αijk, nij =
ri∑

k=1

nijk

ͱ͢Δɽ

2.2.2 ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷείΞʔεΞϓϩʔνͷߏֶश

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷ DAG ߏ G Λσʔλ͔Βਪఆ͢Δ͜ͱΛΠδΞϯωο

τϫʔΫͷߏֶशͱݺͿɽߏֶशύϥϝʔλֶशͱൺɼෳࡶͳͱͳΔɽߏ

ֶशͰɼީิߏ͔Β࠷దͳֶशείΞΛߏͭ࣋Λ୳͢ࡧΔείΞʔεΞϓϩʔν

ͱɼ͖݅ಠཱੑݕఆʹΑΓߏΛ୳͢ࡧΔ੍ϕʔεΞϓϩʔν͕Α͘༻͍ΒΕ͍ͯ

Δ͕ɼຊڀݚͰείΞʔεΞϓϩʔνʹ͍ͭͯड़Δɽ

ֶशͷֶशείΞͱͯ͠पลߏ p(D | G)͕Ұൠతʹ༻͍ΒΕΔɽύϥϝʔλ

ͷࣄલʹσΟϦΫϨΛԾఆ͢Δͱपลࣜ (2.6)ͷΑ͏ʹද͞ΕΔɽ͜ΕΛ
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Bayesian DirichletʢBDʣείΞͱݺͿɽ

p(D | G) =

∫

Θ
p(D | Θ, G)p(Θ)dΘ

=
n∏

i=1

qi∏

j=1

Γ(αij)

Γ(αij + nij)

ri∏

k=1

Γ(αijk + nijk)

Γ(αijk)

(2.6)

Heckerman, Geiger and Chickering (1995) [2]ɼೋͭͷϕΠδΞϯωοτϫʔΫߏͷ

ಉ͕֬࣌ՁʢϚϧίϑՁʣͰ͋ΔߏɼͦΕΒͷपลͷಉҰͰͳ͚

ΕͳΒͳ͍ͱ͍͏ՁΛಋೖ͠ɼՁΛຬͨ͢σΟϦΫϨͷ݅ͱͯ͠Ҏ

ԼͷϋΠύʔύϥϝʔλΛఏҊͨ͠ɽ

αijk = αp(xi = k,Πi = j | Gh) (2.7)

͜͜Ͱɼα Equivalent Sample SizeʢESSʣͱݺΕΔࣄલࣝͷॏΈΛٖࣔ͢ࣅσʔλ

Ͱ͋ΔɽGh Ϣʔβʔ͕ࣄલʹ͍ͯ͑ߟΔωοτϫʔΫߏͷԾઆͰ͋ΓɼͦͷߏΛ

ॴ༩ͱͯ͠ ESSΛ֤ϋΠύʔύϥϝʔλ αijk ʹͯ͠ࣄલࣝΛөͤ͞Δɽ͜ͷֶ

शείΞ Bayesian Dirichlet equivalentʢBDeʣείΞͱݺΕΔɽ

·ͨɼBuntine (1991) [3]͕ఏҊͨ͠είΞɼBDeείΞʹ͓͍ͯ

αijk = α/(riqi) (2.8)

ͱͨ͠ BDeείΞͷಛघͳ߹ͱղऍͰ͖ΔͨΊɼBayesian Dirichlet equivalent uniform

ʢBDeuʣείΞͱݺΕΔɽHeckerman, Geiger and Chickering (1995)ࢦఠ͍ͯ͠ΔΑ

͏ʹɼϢʔβʔ͕ࣄલʹωοτϫʔΫߏͷԾઆΛͭ࣋͜ͱࠔͰ͋Γɼ͍ͯͬޡΔՄ

ੑ͍ͨߴΊɼࡏݱ BDeuείΞ͕Α͘༻͍ΒΕ͍ͯΔֶशείΞͰ͋Δɽ

Δख๏ͱͯ͠ɼୈ͢ࡧղ୳ີݫͷߏେԽ͢Δ࠷ɼBDeuείΞΛʹ࣍ 6ষͰड़Δຊ

͍ͨ༺Ͱݧͷ࣮ڀݚ Silander and Myllymäki (2006) [11] ͷಈతܭը๏Λ༻͍ͯ୳͢ࡧ

Δख๏ʹ͍ͭͯड़Δɽ

·ͣɼnมͷϕΠδΞϯωοτϫʔΫʹ͓͍ͯ͑ߟΒΕΔ n2n−1 શͯͷαϒωοτݸ

ϫʔΫʹରͯ͠ɼAlgorithm1ʹࣔ͢ΞϧΰϦζϜΛ༻͍ͯείΞʢϩʔΧϧείΞʣΛࢉܭ
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͢Δɽ͜͜Ͱɼω ⊆ xมू߹ɼct ωʹରԠ͢ΔׂදΛද͢ɽ·ͨɼCt2Cft(ct, xi)

ׂද ct ͔Βੜ͞ΕΔม xi ʹؔ͢Δ͖݅සදɼScore(xi | ω \ {xi}) 

BDeuείΞɼCt2Ct(ct, xi)ׂද ct͔Βม xi ΛपลԽׂͨ͠දΛද͢ɽ

Algorithm 1શͯͷϩʔΧϧείΞΛࢉܭ (getLocalScore(ω, ct))
Input: ω, ct

Output: LS

1: for all xi ∈ ω do

2: Ct2Cft(ct, xi)

3: LS[xi][ω \ {xi}]← Score(xi | ω \ {xi})

4: end for

5: if |ω| > 1 then

6: for xi ∈ ω do

7: getLocalScore(ω \ {xi},Ct2Ct(ct, xi))

8: end for

9: end if

ɼಘΒΕͨϩʔΧϧείΞΛ༻͍֤ͯมʹ࣍ xi ͷ͑ߟΒΕΔ 2n−1 શͯͷϊʔݸ

υީิ C ⊆ x \ {xi} Λॴ༩ͱͨ࣌͠ͷ࠷దͳϊʔυू߹ Π∗
i (C)Λܾఆ͢Δɽϊʔ

υީิ C Λॴ༩ͱͨ࣌͠ͷ࠷దͳϊʔυू߹ Π∗
i (C)ɼϊʔυީิ C ࣗ·ͨ

ϊʔυީิ C ͔ΒϊʔυΛҰͭআ֎ͨ͠ϊʔυू߹ {C \ {c} | c ∈ C}ͷதʹଘ͢ࡏ

Δ࠷దͳϊʔυू߹ Π∗
i (C \ {c})ͷ͍ͣΕ͔Ͱ͋ΔͨΊɼ࠷దͳϊʔυू߹ Π∗

i (C)

Λॴ༩ͱͨ͠ϩʔΧϧείΞɼ

Score(xi | Π∗
i (C)) = max{Score(xi | C),max

c∈C
{Score(xi | Π∗

i (C \ {c}))}} (2.9)

ͱͳΔɽ࠷దͳϊʔυू߹ΛٻΊΔΞϧΰϦζϜΛ Algorithm2 ʹࣔ͢ɽ͜͜Ͱɼbps

 xi ͷ͑ߟΒΕΔશͯͷϊʔυީิͷ࠷దͳϊʔυू߹ɼbssͦͷϩʔΧϧείΞ
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ू߹Λද͢ɽAlgorithm2Ͱɼxi ͷ͑ߟΒΕΔશͯͷϊʔυީิ͕ϊʔυͰ͋Δ

Algorithm ΊΔٻదͳϊʔυू߹Λ࠷2 (getBestParents(x, xi,LS))
Input: x, xi,LS

Output: bps[·]

1: bps = array (length = 2|x| − 1)

2: bss = array (length = 2|x| − 1)

3: for all cs ⊆ x \ {xi} in lexicographic order do

4: bps[cs]← cs

5: bss[cs]← LS[xi][cs]

6: for all cs1 ⊂ cs which |cs \ cs1| = 1 do

7: if bss[cs1] > bss[cs] then

8: bps[cs]← bps[cs1]

9: bss[cs]← bss[cs1]

10: end if

11: end for

12: end for

߹Λॳظঢ়ଶͱͯ͠ɼҰͭϊʔυΛফͨ͠ڈ߹ʹֶशείΞ͕վળ͞Εͨ߹ʹফڈ

͢Δͱ͍͏ಈ࡞ΛࣙॻࣜॱংΛ༻͍ͯ܁Γฦ͍ͯ͠Δɽ

ΊΔɽ·ͣɼϊʔυूٻΛߏదͳωοτϫʔΫ࠷దͳϊʔυॱংΛܾఆ͠ɼ࠷ɼʹ࣍

߹ ω ⊆ x͔ΒͳΔ࠷దͳαϒωοτϫʔΫߏ G∗(ω)࣍ͷೋͭͷαϒωοτϫʔΫͷ

Ͱද͢ݱΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

• Ϧʔϑϊʔυ xi ͱͦͷ࠷దͳϊʔυू߹ Π∗
i (ω \ {xi})͔ΒͳΔαϒωοτϫʔ

Ϋߏ (xi,Π∗
i (ω \ {xi}))

• ϊʔυू߹ ω \ {xi}͔Βߏ͞ΕΔ࠷దͳαϒωοτϫʔΫߏ
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ͦͷͨΊɼ࠷దͳαϒωοτϫʔΫߏ G∗(ω)ʹ͓͚Δ࠷దͳϦʔϑϊʔυɼ

Leaf∗(ω) = arg max
xi∈ω

{Skore(ω, xi)}

= arg max
xi∈ω

{Score(xi | Π∗
i (ω \ {xi})) + Score(G∗(ω \ {xi}))}

(2.10)

ͱද͞ΕΔɽ͜ΕΛ༻͍ͯ͑ߟΒΕΔશͯͷϊʔυू߹ʹ͍ͭͯɼ࠷దͳαϒωοτϫʔ

ΫͱϦʔϑϊʔυΛܾఆ͢ΔΞϧΰϦζϜΛ Algorithm3ʹࣔ͢ɽ

Algorithm ΊΔٻదͳϦʔϑϊʔυΛ࠷3 (getBestLeaf(x, bps,LS))
Input: x, bps,LS

Output: Leafs[·]

1: for all ω ∈ x in lexicographic order do

2: score[ω]← 0.0

3: Leafs[ω]← −1

4: for all leaf ∈ ω do

5: upvars← ω \ {leaf}

6: skore← score[upvars] + LS[leaf][bps[leaf][leaf]]

7: if Leafs[ω] = −1 or skore > score[ω] then

8: score[ω]← skore

9: Leafs[ω]← leaf

10: end if

11: end for

12: end for

Algorithm3 Ͱɼ·ͣɼϊʔυू߹ ω ͔ΒϦʔϑϊʔυ xi Λ܁Γฦ͠બ͠ɼࣜ

(2.10) ͷΑ͏ʹͷࢉܭΛ͜͏ߦͱͰ Skore(ω, ·) Λ࠷େԽ͢Δ xi ΛٻΊΔɽ͜ͷͱ͖ɼ

Score(G∗(ω \ {xi}))Λ͢ࢉܭΔͨΊʹ Leaf(ω \ {xi})Λ͢ࢉܭΔඞཁ͕͋ΔͨΊɼࣙ
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ॻࣜॱংΛ༻͍ͯࣄલʹ͓ͯ͘͠ࢉܭΑ͏ʹ͍ͯ͠Δɽ

o∗i (V ) = Leafs∗(V \
|V |⋃

j=i+1

{o∗j (V )}) (2.11)

ɹ࠷దͳϦʔϑϊʔυू߹͕ܾ·ͬͨͷͰɼࣜ (2.11)Λ༻͍ͨ Algorithm4Λ༻͍ͯ࠷ద

ͳϊʔυॱং͕ٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Algorithm ΊΔٻదͳϊʔυॱংΛ࠷4 (Leaf2Order(x,Leafs))
Input: x,Leafs

Output: Order

1: Order = array (length = |x|)

2: left = x

3: for i = |x| to 1 do

4: Order[i]← Leafs[left]

5: left← left \ {Order[i]}

6: end for

ɼߏదͳωοτϫʔΫ࠷దͳϊʔυॱং͕ܾఆ͢Εɼ࠷

G∗
o∗i (V ) = g∗o∗i (V )

⎛

⎝
i−1⋃

j=1

{o∗j (V )}

⎞

⎠ (2.12)

ͱͳΔͨΊɼϊʔυॱংΛॴ༩ͱͨ͠ϕΠδΞϯωοτϫʔΫߏ୳ࡧͷΞϧΰϦζϜ

Algorithm5Ͱ͜͏ߦͱ͕Ͱ͖Δɽ

͜ͷΑ͏ʹͯ͠ɼσʔλ D = {d1, d2, ..., dN} (x = (x1, x2, ..., xn))͔Βׂද ctΛ

͠ɼBDeuείΞͷϋΠύʔύϥϝʔλͷ࡞ ESSͷΛܾఆ͢ΕɼBDeuείΞΛ࠷

େԽ͢ΔωοτϫʔΫߏͷີݫղ୳ࡧΛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
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Algorithm ΊΔٻΛߏదͳωοτϫʔΫ࠷5 (Order2Net(x,Order, bps))
Input: x,Order, bps

Output: parents

1: parents = array (length = |x|)

2: predecs← φ

3: for i = 1 to |x| do

4: parents[i]← bps[Order[i]][predecs]

5: predecs← predecs ∪ {Order[i]}

6: end for

ɹ

ɹ
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ୈ 3ষ

ESSܾఆͷैདྷख๏

BDeuείΞΛ༻͍ΔϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏֶशʹ͓͍ͯɼϋΠύʔύϥϝʔ

λͷ ESSͷΛઃఆ͢Δඞཁ͕͋ΔɽຊষͰɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏֶशʹ

͓͚Δ BDeuείΞͷ ESSͷͷܾఆͷैདྷख๏͍ͭͯड़Δɽ

3.1 ESSͷΛݻఆֶͯ͠श

ESSͷࣄલࣝͷॏΈΛٖࣔ͢ࣅσʔλͳͷͰɼϢʔβʔ͕ࣗ༝ʹઃఆ͢Δ͜ͱ͕

Ͱ͖Δɽ·ͣɼESSͷΛϢʔβʔ͕ݻఆͷͱͯࣗ͠༝ʹઃఆ͠ɼߏֶशΛ͏ߦ߹

ʹ͍ͭͯड़Δɽ

Steck (2002) [4]ɼESSͷΛݻఆͯ͠ BDeuείΞΛ࠷େԽ͢ΔߏΛ୳͢ࡧΔγ

ϛϡϨʔγϣϯΛ͍ߦɼESSͷͷมԽʹର͢Δֶश͞Εͨ DAGߏͷΤοδͷมԽ

ʹ͍ͭͯɼσʔλ͕େ͖͍߹Ͱ͋ͬͯɼֶश͞ΕͨΠδΞϯωοτϫʔΫͷΤο

δ͕ɼESSͷΛ 0ʹ͚͍ۙͮͯ͘ͱݮগ͠ɼESSͷΛେ͖͘͢Δͱ૿͑Δͱ͍͏ੑ

࣭͕͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ

Ueno (2010) [5]ɼσʔλ͕ेʹେ͖͍߹ BDeuείΞͷ ESSͷ 1.0͕

దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛֶతʹࣔͨ͠ɽ͔͠͠ͳ͕Βɼσʔλ͕ेʹେ͖͘ͳ͍࠷

߹ʹɼESSͷͷઃఆ͕ߏֶशʹΑΓֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏʹରͯ͠େ͖ͳӨ

ఆͷͱͯ͠Ϣʔβʔ͕ઃఆ͢ΔͷͰͳ͘ɼσʔλݻʹΛ༩͍͑ͯΔͨΊɼESSͷڹ

ʹΑͬͯҟͳΔ࠷దͳ ESSͷΛσʔλ͔Βܾఆ͢Δ͜ͱ͕ඞཁͱͳΔɽ
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3.2 ESSͷΛมԽͤͯ͞ BDeuείΞΛ࠷େԽ

Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007) [6]ɼESSͷ͕ BDeuείΞʹରͯ͠େ

͖ͳӨڹΛ༩͑Δ͜ͱΛࣔ͠ɼղܾख๏ͷҰͭͱͯ͠ ESSͷΛ 1͔Β 100·Ͱ 1.0ͣ

ͭมԽͤ͞ͳ͕Β BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSΛ͚ͭݟΔͱ͍͏ݧܦϕΠζख๏Λఏ

Ҋͨ͠ɽΞϧΰϦζϜΛ Algorithm6ʹࣔ͢ɽ

Algorithm 6 BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSΛٻΊΔ
Input: D = {d1, d2, ..., dN} (x = (x1, x2, ..., xn))

Output: α

1: α = −1

2: max = 0

3: A = {1, 2, · · · , 100}

4: for α′ ∈ A do

5: if α = −1 or BDeu(D,α′) > max then

6: α← α′

7: max← BDeu(D,α′)

8: end if

9: end for

͜ͷख๏ͰɼσʔλΛͱʹ BDeuείΞͷࢉܭΛ͍ߦɼBDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ

ESS ͷΛٻΊΔͨΊɼϢʔβʔ͕ࣄલʹ ESS ͷΛઃఆ͢Δඞཁͳ͍ɽͦͷͨΊɼ

ֶशͷ݁Ռ͕Ϣʔβʔͷઃఆ͢Δ ESSͷʹґଘ͢Δͱ͍͏ղফ͞ΕΔɽ
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3.3 पลΛ࠷େԽ͢Δ ESSΛۙࢉܭࣅ

Steck (2008) [7]ɼपลΛ࠷େԽ͢Δ ESSΛۙࢉܭࣅΛ༻͍ͯղੳతʹٻΊΔܦ

ϕΠζख๏ΛఏҊͨ͠ɽSteckݧ (2008)ͷख๏ͰɼESSͷͱ DAGߏͷߋ৽Λ܁Γ

ฦ͢ɽσʔλ D ʹରͯ͠ɼ࠷దͳ ESSͱ࠷దͳ DAGߏΛҎԼͷΑ͏ʹද͢ɽ

(α∗, G∗) = arg max
(α,G)

p(D | α, G) (3.1)

͜ͷͱ͖ɼDAGߏͱ ESSͷ࠷దԽΛҎԼͷΑ͏ʹ͑ߟΔɽ

1. G∗
k = arg max

G
p(D | α∗

k−1, G) ʢमਖ਼͞Εͨ ESSΛ༻͍ͯ DAGߏΛ୳ࡧʣ

2. α∗
k = arg max

α
p(D | α, G∗

k) ʢमਖ਼͞Εͨ DAGߏʹΑΓ ESSΛ࠷దԽʣ

ɹ͔͠͠ͳ͕Βɼ༩͑ΒΕͨ DAGߏ͔Βपลͷ࠷େԽʹΑͬͯ ESSͷ࠷దԽΛ͢

Δ͜ͱ͍ͨ͠ΊɼςετΤϥʔͷ࠷খԽʹΑΓ ESSͷ࠷దԽΛ͏ߦɽESSͷ࠷ద

α∗ ͷۙࣅΛಘΔͨΊɼೋͭͷۙࣅΛ༩͑Δɽ

άϥϑ Gͱ࠷ύϥϝʔλਪఆ θ Λ༻͍ͨ p̂(x | G)ͱਅͷ p(x)ͷςετ

Τϥʔɼ

T [p(x), p̂(x | G)] = −
∑

x

p(x) log p̂(x | G) (3.2)

ͱදͤΔ͕ɼτϨʔχϯάΤϥʔ −Ep̂(x)[log p̂(x | G)]ͱϞσϧͷෳੑࡶͷϖφϧςΟ߲

ͰҎԼͷΑ͏ʹۙࣅͰ͖ΔɽAkaike (1973) [12]

T [p(x), p̂(x | G)] = −Ep̂(x)[log p̂(x | G)] +
deffG
N

+ O

(
1

N2

)
(3.3)

͜͜Ͱɼ

Ep̂(x)[log p̂(x | G)] =
∑

x

p̂(x) log p̂(x | G)

=
n∑

i=1

∑

xi

∑

πi

Nxi,πi

N
log

Nxi,πi

Nπi
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deffG =
n∑

i=1

[
∑

xi,πi

I(Nxi,πi)−
∑

πi

I(Nπi)

]

I(a) =

{
0 (a ≤ 0)

1 (a > 0)

ͱ͢Δɽ

ࣜ (3.2)ʹ͓͍ͯະͰ͋ͬͨ pΛɼESSͷ࠷ద α∗ Λ༻͍ͯҎԼͷΑ͏ʹۙࣅͰ͖

Δɽ

pxi,πi ≈ p̃xi,πi (3.4)

p̃xi,πi =
Nxi,πi + α∗ · qxi,πi

N + α∗

= p̂(xi,πi) +
α∗

N

(
qxi,πi −

Nxi,πi

N

)
+ O

((
α∗

N

)2
) (3.5)

͜ΕΛࣜ (3.2)ʹద༻͢ΔͱҎԼͷΑ͏ʹͳΔɽ

T [p(x), p̂(x | G)] ≈ −Ep̂(x)[log p̂(x | G)]

− α∗

N

∑

x

(
qx −

Nx

N

)
log p̂(x | G) + O

((
α∗

N

)2
)

(3.6)

Ҏ্ͷۙࣅΛ༻͍ͯɼESSͷ࠷ద α∗ ࣜ (3.7)ͷΑ͏ʹදͤΔɽ

α∗ ≈ deffG
Ep̂(x)[log p̂(x | G)]− Eq(x)[log p̂(x | G)]

+ O

(
α∗2

N

)
(3.7)

Ҏ্ͷΑ͏ʹͯ͠ɼESSͷ࠷ద α∗ ΛٻΊɼͦΕΛͱʹωοτϫʔΫߏΛ୳͢ࡧΔ

͜ͱΛ ESSͷ͕ऩଋ͢Δ·Ͱ܁Γฦ͢ɽ͜ͷख๏Λ༻͍Δ͜ͱͰ Silander, Kontakanen

and Myllymäki (2007) ͷݧܦϕΠζख๏ͱಉͷֶशਫ਼Λอͭ ESSΛɼΑΓߴʹٻ

ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ
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ୈ 4ষ

ैདྷख๏Λ༻͍ͨධՁ࣮ݧ

ຊষͰɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏֶशʹ͓͍ͯɼUeno (2010) [5]ʹ͓͍ͯɼ

ֶతʹࣔ͞Ε͍ͯΔσʔλ͕ेʹେ͖͍߹ʹɼBDeuείΞͷϋΠύʔύϥϝʔλ

ͷ ESSͷͷ࠷ద͕ 1.0Ͱ͋Δ͜ͱΛɼ࣮ݧʹΑΓ֬ೝ͢Δɽ·ͨɼୈ 3ষͷ Silander,

Kontakanen and Myllymäki (2007) ͷख๏ Steck (2008) ͷख๏Λ༻͍Δ͜ͱʹΑΓɼֶ

शͷ݁Ռ͕Ϣʔβʔͷઃఆ͢Δ ESSͷʹґଘ͢Δͱ͍͏ղফ͞Ε͕ͨɼ͜ΕΒ

ͷख๏ BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷ͕༧ଌਫ਼Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷͰ͋Δͱ

͍͏Ծఆͷͱʹ༻͍ΒΕ͍ͯΔɽͦͷͨΊɼୈ 3ষͷ֤ख๏Λ༻͍ͨ ESSͷͷܾఆɼ

ͼͦͷٴ ESSͷΛ༻͍ͨߏֶशͷධՁ࣮ݧͷ݁ՌΛੳ͢Δɽ

4.1 ͷखॱ̍ݧ࣮

·ͣɼ͍͔ͭ͘ͷϕΠδΞϯωοτϫʔΫʹରͯ͠ɼESSͷͷ࠷దΛٻΊɼUeno

(2010)ʹΑΓֶతʹࣔ͞Ε͍ͯͨσʔλ͕ेʹେ͖͍߹ʹ BDeuͷ ESSͷ

ωοτϫʔΫΛ͍ͨ༺ʹݧճͷ࣮ࠓΑΓ֬ೝ͢ΔɽʹݧదͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ࣮࠷1.0͕

ਤ 4.1ʙ4.9ʹࣔ͢ɽ࣮̍ݧͷखॱҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ

1. ਤ 4.1ʙ4.9ͷωοτϫʔΫ͔Β 100, 200, · · · , 1000, 2000, · · · , 10000, 20000, 50000,

100000, ͷαϯϓϧΛੜ͢Δɽݸ200000

2. ESSͷΛ {0.1, 0.5, 1, 2, · · · , 20}ͷͦΕͧΕͱͯ͠ɼखॱ 1Ͱੜ͞Εͨαϯϓ

ϧ͔ΒߏֶशΛ͏ߦɽ
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3. खॱ 1, 2Λ 100ճ܁Γฦ͠͏ߦɽ

ਤ 4.1: ωοτϫʔΫ Strongly skewed distribution

ਤ 4.2: ωοτϫʔΫ Skewed distribution

ਤ 4.3: ωοτϫʔΫ Combined skewed and uniform distribution

ESS ͷʹΑΔֶशਫ਼ͷมԽΛଌΔͨΊɼ֤ ESS ͷͰ 100 ճͷߦࢼͰֶश͞Εͨ

ωοτϫʔΫߏͱਅͷωοτϫʔΫߏͱͷ SHDͷฏۉͱ 100ճͷߦࢼͷ͏ͪਅͷ

ωοτϫʔΫߏΛֶशͨ͠ճʢSHD ͷ͕ 0 ͱͳͬͨճʣΛͨ͠ࢉܭɽ͜͜Ͱɼ
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ਤ 4.4: ωοτϫʔΫ Uniform distribution

ਤ 4.5: ωοτϫʔΫ Strongly uniform distribution

ਤ 4.6: ωοτϫʔΫ cancer
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ਤ 4.7: ωοτϫʔΫ earthquake

ਤ 4.8: ωοτϫʔΫ asia

Structural Hamming DistanceʢSHDʣͱ Tsamardinos, Brown and Aliferis (2006) [13]Ͱ

ड़ΒΕ͍ͯΔೋͭͷωοτϫʔΫߏͷลͷ༗ແ͖ͷޡΓͷݸΛද͢Ͱ͋Δɽ

ͨͩ͠ɼσʔλ͕গͳ͍߹ʹ SHD ͷฏۉΛ࠷খʹ͢Δ ESS ͷɼਅͷωοτ

ϫʔΫߏͷมͱΤοδʹґଘͯ͠͠·͏Մੑ͕͋ΔͨΊɼਅͷۙҰகੑΛ֬

ೝͰ͖ΔΑ͏ਅͷωοτϫʔΫߏΛֶशͨ͠ճʹ͍ͭͯௐΔ͜ͱʹͨ͠ɽ
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ਤ 4.9: ωοτϫʔΫ survey

4.2 ߟͷ݁Ռͱ̍ݧ࣮

݁Ռͱͯ͠ɼֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏͱਅͷωοτϫʔΫߏͱͷ SHDͷฏۉ

ͱ 100ճͷߦࢼͷ͏ͪਅͷωοτϫʔΫߏΛֶशͨ͠ճʢSHDͷ͕ 0ͱͳͬͨճ

ʣΛද 4.1ʙ4.9ʹࣔ͢ɽ֤දωοτϫʔΫߏຖʹॎ࣠ʹσʔλɼԣ࣠ʹ ESSͷ

Λද͢ɽ֤ωοτϫʔΫߏɼσʔλʹ͓͍ͯ SHDͷΛ࠷খ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ

͖͍ͯΔ෦͕੨৭Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔɽ

֤ωοτϫʔΫʹ͓͍ͯɼσʔλ͕গͳ͍߹ͷ࠷దͳ ESSͷɼ֬ߏ͕Ұ

༷ʹ͍ۙωοτϫʔΫͰɼେ͖͍ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜Εɼ֬ߏ͕Ұ༷ʹ

͍ۙωοτϫʔΫͰগͳ͍σʔλ͔ΒͷֶशͰ DAG ʹΤοδ͕͖ͭʹ͍ͨ͘Ίɼߏ

Steck (2002) [4]ʹࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼDAGߏͷΤοδ͕૿Ճ͢Δͷ͋Δେ͖

͍ ESSͷ͕ਅͷωοτϫʔΫߏΛֶश͢Δʹྑ͍ͱͳͬͨͨΊͰ͋Δͱ͑ߟΔ

͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ҰํͰɼ֬ߏͷͷઈର͕େ͖͍ωοτϫʔΫͰɼσʔλͷগͳ͍߹ͷ
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ESSͷ࠷దখ͍͞ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜Εɼ֬ߏͷͷઈର͕େ͖͍

ωοτϫʔΫͰɼσʔλͷগͳ͍߹Ͱ͋ͬͯ DAGߏʹΤοδ͕͖ͭ͘͢ͳ

ΔͨΊɼDAGߏͷΤοδ͕૿Ճ͠ա͗ͳ͍ͷ͋Δখ͍͞ ESSͷ͕ਅͷωοτ

ϫʔΫߏΛֶश͢Δʹྑ͍ͱͳͬͨͨΊͰ͋Δͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

·ͨɼσʔλ͕গͳ͍߹ʹɼDAGߏͷΤοδ͕૿͑ʹ͍ͨ͘ΊɼDAGߏͷ

Τοδ͕૿Ճ͢Δͷ͋Δେ͖͍ ESS ͷ͕ਅͷߏʹ͍ۙ DAG ΛֶशͰ͖ߏ

͍ͯΔ͜ͱ͕֬ೝͰ͖ͨɽ

Ueno (2010)ʹֶతʹࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼσʔλ͕ेʹେ͖͍߹ʹ BDeuͷ

ESSͷ ద࠷దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ࣮ূతʹ֬ೝ͔͕ͨͬͨ͠ɼESSͷͷ࠷1.0͕

͕ 1.0ʹۙతʹऩଋ͢Δ͜ͱຊ࣮ݧͷ݁Ռ͔ΒಡΈऔΕͳ͔ͬͨɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ

ESSΛ 1.0ʹͨ͠߹ͷ SHDσʔλ͕େ͖͍߹ʹখ͍͞ͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱ֬

ೝͰ͖ͨɽ
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4.3 ͷखॱ̎ݧ࣮

ɼୈʹ࣍ 3ষʹࣔͨ͠ैདྷख๏ʹ͍ͭͯɼߏֶशͷ݁ՌΛௐΔͨΊɼESSͷਪఆ͓

ΑͼߏֶशΛ͍ߦɼ࣮ݧʹਤ 4.1ʙ4.9 ͷωοτϫʔΫΛ༻͍ͨɽ࣮̎ݧͷखॱҎ

Լͷ௨ΓͰ͋Δɽ

1. ਤ 4.1ʙ4.5 ͷωοτϫʔΫ͔Β 100, 200, · · · , 1000 ͷαϯϓϧΛੜ͠ɼਤݸ

4.6ʙ4.9ͷωοτϫʔΫ͔Β 1000, 2000, · · · , ͷαϯϓϧΛੜ͢Δɽݸ10000

2. ද 4.10ʹ֤ࣔ͢ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷΛ༻͍ͯɼखॱ 1Ͱੜ͞Εͨαϯϓϧ

͔ΒߏֶशΛ͏ߦɽ

3. खॱ 1, 2Λ 100ճ܁Γฦ͠͏ߦɽ

ϥϕϧ ख๏

1.0 1.0ͱ͢Δʢα = 1ʣ

Steck Steck (2008) [7]ͷख๏

Silander Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007) [6]ͷख๏

ద࠷ ͍͓ͯʹ̍ݧ࣮ SHDͷฏۉͷ࠷খΛ༩͑ͨ ESS

ද 4.10: ͷ̎ݧ࣮ ESSͷͷܾఆํ๏

֤ख๏ͷߏֶशͷ݁ՌΛൺֱ͢ΔͨΊɼ100ճͷߦࢼͷ֤ख๏Ͱֶश͞Εͨωοτϫʔ

ΫߏͱਅͷωοτϫʔΫߏͱͷ SHDͷฏۉͱɼ֤ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷͱ࠷ద

ͳ ESSͷͷઈରࠩͷฏۉͷࢉܭΛͨͬߦɽ͜͜Ͱɼ࠷దͳ ESSͷͱ SHDͷ

Λ࠷খԽ͢Δ ESSͷͱͯ͠ࢉܭΛͨͬߦɽ
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4.4 ߟͷ݁Ռͱ̎ݧ࣮

݁Ռͱͯ͠ɼ֤ख๏Ͱֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏͱਅͷωοτϫʔΫߏͱͷ SHD

ͷฏۉͱɼ֤ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷͱ࠷దͳ ESSͷͷઈରࠩͷฏۉΛද 4.11ɼ

4.12ʹࣔ͢ɽ֤දωοτϫʔΫߏຖʹॎ࣠ʹσʔλɼԣ࣠ʹද 4.10ʹࣔ͢ख๏Λ

ද͢ɽ࠷దΛ༻͍ͨ߹Λআ͍֤ͯωοτϫʔΫߏɼσʔλʹ͓͍ͯ SHDͷΛ

খ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔ෦͕੨৭Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔɽ࠷

Steck (2008) [7] ͷपลͷ࠷େԽͷۙࢉܭࣅΛ༻͍Δख๏Ͱ ESS ͷΛେ͖

ΊʹٻΊΒΕΔੑ࣭͕͋ΔͨΊɼಛʹ֬ύϥϝʔλͷҰ༷ੑ͕͍ߴ Strongly uniform

distribution surveyʹର͢ΔֶशͰྑ͍ωοτϫʔΫߏΛ୳͢ࡧΔ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯ

Δ͜ͱ͕֬ೝͰ͖ͨɽ

·ͨɼ͜Ε·ͰҰൠతʹ༻͍ΒΕ͖ͯͨ Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007)ͷ

ϕΠζख๏ʹΑΔݧܦ BDeuͷ࠷େԽΛ༻͍ͨ ESSͷܾఆ๏ɼฏۉతʹද 4.10ʹࣔ

̏ͭ͢ͷैདྷख๏ͷதͰ࠷ྑ͍݁ՌΛಘΒΕ͕ͨɼ࣮̍ݧͰ SHDͷฏۉͷ࠷খΛ

༩͑ͨ࠷దΛ༻͍ͨ߹ΑΓ SHDͷฏۉ͕େ͖͘ͳ͍ͬͯΔɽͭ·ΓɼESSͷ࠷ద

ΛٻΊΔ͜ͱͰ͖͍ͯͳ͍͜ͱ͕࣮ূతʹࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ
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!" #" $%&'( )* +,- .(/01 .234'5/6 !" #" $%&'( )* +,- .(/01 .234'5/6

+-- 7,89 :,8: :,7: :,+; :,:7 :,+8 7,<- 7,<9 7,-= :,+- :,<+ :,>= 7,<: 7,++ -,;-

7-- +,89 7,=: 7,++ +,;+ +,=8 +,>8 +,+8 +,-9 +,:8 +,88 7,<: 7,8+ +,<- +,7- -,8+

:-- -,;> +,>+ +,7: +,+; -,=> -,9: -,>9 -,<+ -,=- -,87 +,<8 +,>> -,97 -,>7 -,:+

<-- -,<8 -,>: -,9- -,9> -,:= -,:; -,>- -,:: -,<+ -,>7 +,++ +,8+ -,7- -,+8 -,:+

>-- -,:- -,:< -,<9 -,<; -,+> -,+: -,+> -,+: -,<= -,97 +,7+ +,<8 -,7= -,7< -,7=

9-- -,7; -,>+ -,=- -,=< -,7+ -,7< -,:= -,7- -,=7 +,:< +,87 7,<; -,99 -,>; -,>7

=-- -,:: -,<7 -,<; -,>< -,:< -,79 -,:+ -,7> -,9> +,-> +,>; +,>8 -,>: -,<= -,<=

8-- -,7= -,:; -,>- -,<8 -,+; -,7+ -,:: -,+; -,8- +,79 +,;: 7,+; -,97 -,>8 -,9<

;-- -,7< -,>9 -,98 -,98 -,:: -,<7 -,7: -,:- -,9< +,77 +,=9 +,>: -,9= -,9< -,>7

+--- -,+; -,<+ -,9+ -,9> -,:- -,78 -,7< -,+8 -,>< -,;8 +,<8 7,77 -,>- -,<9 -,<+

!! -,=8 +,+7 +,-9 +,-> -,== -,=: -,9: -,>> -,8< +,78 +,87 7,+7 -,=; -,=- -,>+

+-- 7,>: 7,>8 7,99 7,9= 7,>+ 7,9- 7,7: 7,:8 :,+= 7,:= :,:7 :,=; 7,7< +,8; +,<=

7-- +,8= +,;7 +,9> +,9= 7,++ +,8+ +,9; +,<; 7,=> 7,:> 7,8- :,79 7,>7 +,8; +,9-

:-- -,8+ -,8= -,97 -,97 +,-= -,=9 -,=; -,9> -,8> +,-> -,9- -,8> +,7< -,=> -,9<

<-- -,>- -,>- -,<> -,<8 -,>9 -,<: -,<: -,<+ -,<8 -,9: -,<9 -,9+ -,<> -,7= -,7:

>-- -,+9 -,7: -,78 -,7> -,+< -,7- -,7+ -,+7 -,+7 -,:7 -,>7 -,>- -,-+ -,-9 -,-=

9-- -,+: -,+> -,+8 -,+8 -,++ -,++ -,+< -,-8 -,+; -,:8 -,>8 -,>+ -,-+ -,-> -,-7

=-- -,-9 -,-8 -,+; -,+; -,-9 -,-8 -,-8 -,-9 -,+8 -,<> -,9> -,9- -,-- -,-: -,-9

8-- -,-> -,-> -,-8 -,-8 -,-: -,-: -,-: -,-: -,+9 -,:= -,:: -,7: -,-- -,-- -,--

;-- -,-- -,-- -,-- -,-+ -,-- -,-- -,-- -,-- -,+- -,:= -,:7 -,77 -,-- -,-- -,--

+--- -,-; -,+7 -,++ -,+< -,-: -,-; -,-= -,-: -,:> -,>8 -,>< -,>+ -,-- -,+- -,-7

!! -,97 -,9> -,97 -,9: -,99 -,9+ -,>= -,>: -,8: -,8; +,-+ +,++ -,9> -,>- -,<+

+-- 7,8+ 7,=: 7,;; :,-- 7,>- 7,=7 7,=- 7,>- +,87 -,;8 :,-= :,7- -,>> -,9: -,9<

7-- 7,77 7,:= 7,9: 7,9: 7,7- 7,:: 7,:7 7,-; +,+< -,;< :,-< :,7; -,:: -,9: -,>8

:-- 7,+9 7,:+ 7,:8 7,<7 7,7- 7,:+ 7,78 7,-> -,<9 -,;7 +,=> 7,:- -,<7 -,9+ -,>:

<-- 7,+8 7,7; 7,:; 7,<> 7,+9 7,7: 7,79 7,-; -,>= -,>8 +,>: 7,-7 -,+8 -,:+ -,7;

>-- 7,+= 7,7+ 7,77 7,7; 7,+= 7,+; 7,+; 7,-8 -,=> -,9; -,8; +,<- -,77 -,:< -,:+

9-- 7,77 7,7< 7,79 7,7= 7,+9 7,7+ 7,+; 7,++ -,>+ -,>= +,-; +,7= -,7< -,78 -,7:

=-- 7,7+ 7,7> 7,:+ 7,:+ 7,+< 7,+8 7,7: 7,+7 -,;+ -,;7 +,7; +,<> -,<= -,<: -,><

8-- 7,+< 7,+= 7,+; 7,+; 7,+< 7,+9 7,+= 7,++ -,8: -,;< -,87 -,;> -,9= -,>< -,><

;-- 7,+7 7,77 7,+= 7,+9 7,7+ 7,7: 7,77 7,+< -,>7 +,7- -,=9 -,87 -,;; -,=8 -,9-

+--- 7,+9 7,+8 7,+< 7,+< 7,+8 7,+> 7,+= 7,++ +,7+ +,<7 -,;+ -,89 +,+7 -,8- -,8=

!! 7,7< 7,:- 7,:= 7,:; 7,7+ 7,7= 7,7= 7,+< -,8= -,;7 +,>+ +,=9 -,>7 -,>: -,>+

+-- 7,;: 7,;; :,+> :,+: 7,>> 7,;> 7,== 7,>> +,== 7,-8 >,+: >,>8 -,;8 7,+7 +,-;

7-- 7,+; 7,== 7,=9 7,=9 7,+> 7,=> 7,:9 7,+7 7,-: :,-+ <,+8 <,;7 +,>< 7,;; 7,+7

:-- 7,-9 7,-= 7,-- +,;9 7,+: 7,-< 7,-- +,;9 7,>; 7,+9 7,98 :,=+ 7,+> 7,:8 +,;;

<-- +,== +,=- +,== +,== 7,-= +,=+ +,=8 +,99 7,>> 7,:9 7,89 <,7= 7,7; 7,8- +,><

>-- +,>; +,=+ +,=7 +,=7 +,;< +,9= +,<> +,>8 +,<: 7,-: :,-8 :,== +,++ 7,8: -,8+

9-- +,9< +,<; +,<+ +,<+ +,8; +,<> +,<> +,:= +,>- +,+; +,7: +,87 +,:9 +,88 -,8<

=-- +,:- +,7: +,7: +,78 +,9: +,77 +,+8 +,7- -,8< -,;9 +,7- +,:; -,>= +,<+ -,><

8-- -,;< -,;7 -,;7 -,;: +,-; -,;: -,8: -,8; -,<- -,:; -,>7 +,-8 -,7> -,== -,+-

;-- -,;7 -,89 -,8= -,8= +,-7 -,8> -,=9 -,8- -,77 -,7= -,:= -,<> -,7+ -,79 -,-:

+--- -,=7 -,8- -,=8 -,=8 -,=+ -,=8 -,=9 -,9= -,>: -,;+ +,-+ -,;- -,:= -,>8 -,:<

!! +,9+ +,9> +,99 +,99 +,=7 +,9< +,>: +,<8 +,:; +,>< 7,7: 7,=; +,-8 +,8- -,;<

+-- <,>9 <,-; <,-: <,-: <,<; :,;; <,<7 :,;9 <,:9 7,;+ :,+= :,:7 <,:; :,+9 :,+:

7-- :,;9 :,+- :,++ :,+9 :,8+ :,+= :,98 :,+- :,8- +,-8 +,+< +,:7 <,-+ +,:9 :,-=

:-- :,7= 7,9: 7,9: 7,97 7,;: 7,9- 7,=> 7,<= 7,:7 +,8; +,89 +,;: 7,7> 7,:- +,7;

<-- 7,8; 7,:: 7,:= 7,:9 7,>= 7,:> 7,<9 7,79 7,:+ +,<+ +,>8 +,8> +,;+ 7,-7 +,<7

>-- 7,>: 7,:> 7,:< 7,:9 7,7; 7,<+ 7,+; 7,+> +,-8 +,:: +,:: +,>> -,87 7,+: -,>:

9-- 7,<> 7,77 7,7= 7,7; 7,+- 7,:+ 7,++ 7,+- -,88 +,+9 +,>= 7,-: -,>7 7,:; -,>>

=-- 7,7- 7,:> 7,:> 7,:; 7,+7 7,<7 7,79 7,++ -,;: 7,+< 7,7+ 7,;7 -,>8 :,7; -,>:

8-- 7,-8 7,+9 7,+: 7,+: 7,-8 7,+9 7,+= 7,-9 +,+> +,>7 +,;: 7,-; -,;8 7,>; +,77

;-- 7,+7 7,:9 7,<: 7,<8 7,-7 7,>- 7,+9 7,-7 -,8< 7,77 7,>: :,+8 -,>; :,>= -,=:

+--- 7,-: 7,7= 7,7: 7,7> 7,+- 7,7: 7,-> 7,-< +,=: 7,-: 7,7; 7,99 +,:9 :,>- -,8;

!! 7,8+ 7,>; 7,>; 7,9+ 7,9> 7,9+ 7,9: 7,<: +,;< +,== +,;9 7,78 +,=< 7,9: +,:<
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!" #" $%&'( )* +,- .(/01 .234'5/6 !" #" $%&'( )* +,- .(/01 .234'5/6

+--- 7,89 7,:; 8,;: 8,9< 7,89 7,87 7,9; 7,+= +,=; 7,7- 9,=; <,+7 +,97 +,;7 +,=>

7--- +,>: 7,7+ 7,8: 7,:7 +,>8 +,>; +,>- +,=7 7,9: 8,;; ;,9; 9,;; 7,>- 7,=> +,=-

8--- +,>7 7,-9 7,-> 7,+; 7,-9 7,+8 +,=+ +,;: 8,7+ :,-: :,-9 :,=- 8,:+ 8,8+ +,=>

:--- +,8> +,;< +,>8 +,>9 +,7> +,79 +,98 +,7> 7,:- 8,+< :,:> ;,78 7,;+ 7,:; +,;9

;--- +,+< +,8= 7,-8 7,-: +,+9 +,+9 +,-= +,-7 7,++ 7,>+ :,+> :,;9 7,7: 7,+= +,79

9--- +,+9 +,78 +,99 +,97 +,+9 +,+: +,++ +,+7 7,=> 8,9- 7,>: 8,;8 7,>< 7,>7 +,;<

=--- +,8= +,:= +,=; +,=< +,7: +,79 +,88 +,7: 8,;= :,8< 8,:7 8,<< 8,=+ 8,98 +,>9

<--- +,78 +,8- +,88 +,8= +,+8 +,+8 +,-> +,-; 8,=: :,:; 7,<8 8,-> 8,<- 8,=+ +,<;

>--- -,>; +,-= +,+: +,+8 -,>: -,>; -,<> -,<; 7,;8 8,7; 7,;- 7,97 7,9+ 7,;8 +,+:

+---- -,=- -,<7 +,-9 +,-9 -,9: -,99 -,;9 -,:> +,=9 7,8< 7,8+ 7,;= +,=: +,9> +,-=

!! +,:7 +,;9 +,<> +,>7 +,8> +,:- +,8> +,7; 7,9; 8,8> 8,>+ :,:> 7,=; 7,9= +,;=

+--- 8,7: 7,<> 7,=7 7,=8 8,-= 7,<> 7,<> 7,<8 -,99 -,:- -,=- -,<- -,8+ -,7- -,+<

7--- 8,7+ 7,9> 7,;> 7,9- 8,-7 7,<9 7,=9 7,9: +,-+ -,=+ -,:= -,;+ -,99 -,;+ -,;-

8--- 7,8+ +,<8 +,;7 +,:+ 7,++ +,=; +,98 +,;; +,-7 -,=< -,8+ -,7: -,<- -,9; -,9-

:--- 7,8+ +,>7 +,;8 +,:> 7,:: 7,-+ +,<- +,8: -,>7 -,;< -,7; -,7= -,=> -,;= -,::

;--- 7,-9 +,79 +,-8 +,-- +,97 +,:- +,8- +,-; -,>= -,:+ -,+9 -,+: -,=7 -,9+ -,;<

9--- +,8; -,=8 -,;: -,;= +,++ -,>+ -,=8 -,;- -,9= -,;7 -,8+ -,9; -,:: -,88 -,79

=--- +,8< -,:; -,8> -,89 -,>> -,=+ -,;< -,8+ -,9< -,79 -,78 -,+> -,;- -,8> -,7>

<--- +,-> -,;; -,;: -,;: -,=- -,;= -,;+ -,:9 -,:: -,7+ -,7+ -,-> -,79 -,7+ -,+<

>--- -,<= -,:7 -,8+ -,8+ -,;: -,;- -,89 -,89 -,:= -,7= -,+> -,+; -,7< -,77 -,+8

+---- -,88 -,+: -,+= -,+: -,77 -,77 -,+: -,++ -,8- -,77 -,77 -,-= -,+7 -,-> -,-;

!! +,<7 +,7> +,+8 +,+7 +,;< +,8< +,7= +,+7 -,=+ -,:: -,8- -,8+ -,:> -,8< -,87

+--- +,88 +,87 +,:= +,98 +,+; +,+9 +,-< +,-: +,-; +,8< +,:< 7,;: -,<= -,<9 -,;:

7--- -,8> -,89 -,9< -,<7 -,8= -,:- -,8: -,89 -,;; +,+9 +,7< +,=+ -,=+ -,=+ -,:=

8--- -,8+ -,77 -,:: -,:8 -,+9 -,78 -,+9 -,+9 -,89 -,<; -,>< +,9: -,:7 -,:8 -,8;

:--- -,7< -,7- -,7; -,8: -,+= -,+= -,++ -,-= -,8: -,=8 -,<: +,9+ -,88 -,88 -,87

;--- -,+> -,7= -,8> -,:= -,-9 -,++ -,-= -,-9 -,;9 -,<8 +,89 7,-< -,:7 -,:7 -,8>

9--- -,++ -,9= -,9; -,== -,;; -,;; -,+9 -,+9 -,7: -,9- -,9- -,>< -,+> -,7+ -,+8

=--- -,8< +,;7 +,;+ +,;; +,8; +,:- -,=- -,+< -,8= +,78 +,;+ +,<< -,=+ -,== -,:>

<--- -,:- -,<+ -,<7 +,-9 -,<8 -,<8 -,9+ -,79 -,8: -,9= +,-- 7,+7 -,78 -,79 -,+8

>--- -,99 -,9+ -,97 -,=: -,=- -,=- -,=- -,7+ -,:+ -,=> -,<+ +,+> -,:- -,:+ -,8+

+---- -,:< -,97 -,99 -,<+ -,97 -,97 -,97 -,+9 -,77 -,<9 -,>+ +,8= -,:; -,:9 -,8:

!! -,:; -,99 -,=; -,<9 -,9- -,97 -,:9 -,7= -,:: -,>+ +,-< +,=+ -,:= -,:> -,8;

+--- ;,>> ;,>< ;,>> 9,-- ;,>> 9,-7 9,-- ;,>+ +,7> -,=; +,:7 +,:> +,+< -,>9 +,-+

7--- 9,-+ ;,>8 ;,<< ;,<> 9,-8 9,-+ 9,-; ;,<9 -,<: -,8= -,8- -,8+ -,;: -,89 -,=8

8--- ;,>= ;,=- ;,:- ;,:- 9,-- ;,<: ;,>9 ;,8= 7,-: -,>< -,++ -,++ 7,+= +,:; -,<:

:--- ;,<8 ;,7; :,=+ :,=+ ;,<7 ;,;8 ;,=> :,<+ 7,<+ +,78 -,7= -,7= 7,>8 +,<+ +,;<

;--- ;,<+ :,>7 :,;+ :,;+ ;,=7 ;,8- ;,=7 :,8< 7,>< +,8+ -,8; -,8; 7,>= +,<8 +,9+

9--- ;,:< :,;7 8,98 8,9: ;,99 :,>= ;,:7 8,:; 8,9; 7,+- -,++ -,++ :,:+ 7,=+ 7,77

=--- ;,-= :,+- 8,7: 8,7: ;,8: :,8> :,=+ 8,+9 :,:> 7,-: -,7; -,7; :,<+ 7,<9 7,+9

<--- :,97 8,=8 8,-- 8,-- :,;8 8,=> :,;< 7,98 8,;> +,=8 -,8; -,:- 8,<- 7,-< 7,+-

>--- :,;> 8,9< 7,;8 7,;8 :,=9 8,;: :,+9 7,88 8,>- 7,<< -,8> -,8> :,>8 7,9= 7,79

+---- :,-: 8,-+ 7,+9 7,+9 :,+9 7,<< 8,=8 +,=8 8,78 +,>; -,7- -,7- 8,<7 +,9; +,>8

!! ;,8: :,9< :,++ :,++ ;,:- :,<8 ;,7+ 8,>9 7,<< +,;8 -,8= -,8> 8,+; +,<: +,9:
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ୈ 5ষ

ESSܾఆͷఏҊख๏

ୈ 4 ষͷධՁ࣮ݧΑΓɼBDeu είΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS ͷ͕༧ଌਫ਼Λ࠷େԽ͢Δ

ͱݶΒͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞ΕͨɽͦͷͨΊɼBDeu είΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS ͷͰͳ

͘ɼ༧ଌਫ਼Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷΛٻΊΔඞཁ͕͋Δɽ

Ueno (2010) [5]ɼσʔλ͕ेʹେ͖͍߹ BDeuείΞͷ ESSͷ 1.0͕

େԽ࠷దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ͕ࣔͨ͠ɼσʔλ͕ेʹେ͖͘ͳ͍߹ʹ༧ଌਫ਼Λ࠷

͢Δ ESSͷΛٻΊΔख๏Θ͔͍ͬͯͳ͍ɽ

ͦͷͨΊຊڀݚͰɼBDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS༧ଌਫ਼Λ࠷దԽ͢Δ ESSͷ

ͱҟͳΔ͜ͱ͔Βɼֶతͳ࠷దԽࠔͰ͋Δͱ͑ߟɼݧܦతʹަࠩূݕΛ༻͍ͯ༧

ଌਫ਼Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷΛٻΊΔ͜ͱΛͨ͑ߟɽ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏֶशʹ͓͚ΔަࠩূݕΛ༻͍ͨ ESSͷܾఆ๏Ͱɼτ

Ϩʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ͕ͲΕ΄ͲదͳߏͰ͋Δ͔ΛଌΔ

͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δɽ

Ueno (2008) [9]ͰɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏΛਅͷωο

τϫʔΫߏͱൺֱͯ͠ޡΓͷݸΛ࠷খԽ͢Δ ESSͷΛબ͢Δख๏͕ఏҊ͞Εͯ

͍Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ࣮ݱʹਅͷωοτϫʔΫߏະͰ͋ΔͨΊਅͷωοτϫʔΫ

ͱൺֱ͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍ɽߏ

·ͨɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏͱςετσʔλ͔Βֶश

͞ΕͨωοτϫʔΫߏΛൺֱͯ͠ɼޡΓͷݸΛ࠷খԽ͢Δ ESSͷΛબ͢Δख๏

͑ߟΒΕΔ͕ɼUeno (2010) [5]Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼESSͷΛେ͖͍ͯ͘͘͠ͱɼ

42



ֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏۙతʹશάϥϑʹ͖ۙͮɼESS ͷΛখ͍ͯ͘͞͠

͘ͱɼֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏۙతʹۭάϥϑʹۙͮͨ͘Ίɼ͜ͷΑ͏ͳަࠩݕ

ূʹΑΓܾఆ͢Δ ESSͷͰɼਅͷߏΛֶश͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞Εͯ

͍Δɽ

ͦ͜ͰɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ͕ͲΕ΄ͲదͳߏͰ

͋Δ͔Λςετσʔλʹର͢Δ༧ଌਫ਼ͱͯ͑͠ߟɼAlgorithm7ʹࣔ͢ަࠩূݕʹΑΓɼ

దͳ࠷ ESSͷΛٻΊΔ͜ͱΛఏҊ͢Δɽ͜͜ͰɼN σʔλɼK ަࠩূݕͷׂ

ɼA ESSͷީิू߹ɼDtrain
t τϨʔχϯάσʔλɼDtest

t ςετσʔλΛද͢ɽ

τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏͷςετσʔλʹର͢Δ༧ଌਫ਼

ΛଌΔࢦඪʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣͱͯ͠ɼҎԼʹ࢛ࣔͭ͢ͷࢦඪΛఏҊ͢Δɽ

Algorithm 7 K-ׂަࠩূݕʹΑΔ ESSͷ࠷దԽ
Input: D = {d1, d2, ..., dN} (x = (x1, x2, ..., xn)), A, K

Output: α

1: partition D into D1, · · · , DK (|D1| = · · · = |DK | = N

K
, Di ∩Dj = φ (i ̸= j))

2: for α′ ∈ A do

3: for t = 1 to K do

4: Dtrain
t ← D \Dt, Dtest

t ← Dt

5: Gα′

t ← Learn the structure from (Dtrain
t ,α′)

6: end for

7: end for

8: α← arg max
α′∈A

K∑

t=1

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )
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5.1 ͖݅ Kullback-LeiblerใྔΛ༻͍Δ

·ͣɼҰͭͷख๏ͱͯ͠ɼ͖݅ Kullback-LeiblerใྔΛ༻͍Δख๏Λͨ͑ߟɽ

͖݅ Kullback-Leiblerใྔɼೋͭͷ֬ͷࠩҟΛද͢ࢦඪͰɼٖؒڑ

ͱݺΕΔɽτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ͕ςετσʔλͷ

֬ߏͱͲΕ΄Ͳ͍͔ۙΛ͑ߟΔͨΊɼ͖݅ Kullback-LeiblerใྔΛ࠷খԽ͢Δ

ESSͷΛٻΊΔɽ

Algorithm7ʹ͓͚Δ༧ଌਫ਼ΛଌΔࢦඪʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣࣜ (5.1)ͷ

ࣜͰࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t ) = −

n∑

i=1

IKL(p(xi | α′, Π̂i, G
α′

t ) || q(xi | Π̂i, G
α′

t )) (5.1)

͜͜Ͱɼ

IKL(p(xi | α′, Π̂i, Gα′

t ) || q(xi | Π̂i, Gα′

t ))

=
qi∑

j=1

p(Π̂i = j | Gα′

t )
ri∑

k=1

p(xi = k | α′, Π̂i = j,Gα′

t ) log
p(xi = k | α′, Π̂i = j,Gα′

t )

q(xi = k | Π̂i = j,Gα′
t )

p(Π̂i = j | Gα′

t ) =
ntrain
ij

ntrain

p(xi = k | α′, Π̂i = j,Gα′

t ) =
ntrain
ijk + α′/(qiri)

ntrain
ij + α′/qi

q(xi = k | Π̂i = j,Gα′

t ) =
ntest
ijk + 1/(qiri)

ntest
ij + 1/qi

ͱ͢Δɽq(xi = k | Π̂i = j,Gα′

t )ࣜ (2.5)Λ༻͍ͯςετσʔλͷ֬ߏΛදࣜ͢

Ͱ͋Δ͕ɼςετσʔλͷӨڹΛ࠷େԽ͢ΔͨΊ ESSͷΛ 1.0ͱ͍ͯͯ͠͠ࢉܭΔɽ

5.2 Predictive LikelihoodΛ༻͍Δ

ɼೋͭͷख๏ͱͯ͠ʹ࣍ Malone, Järvisalo and Myllymäki (2015) [10] Ͱड़ΒΕͯ

͍ΔτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏͷ֤มͷมΛॴ༩ͱͨ͠

44



ςετσʔλʹର͢Δ͖݅Λද͢ Predictive Likelihood Λ༻͍Δख๏Λͨ͑ߟɽ

Algorithm7ʹ͓͚Δ༧ଌਫ਼ΛଌΔࢦඪʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣࣜ (5.2)ͷࣜ

Ͱࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t ) = −

∑

dr∈Dtest
t

n∑

i=1

log p(xr
i | α′,Πi, G

α′

t ) (5.2)

͜͜Ͱɼ

p(xr
i | α′,Πi, G

α′

t ) =
nijk + α′/(qiri)

nij + α′/qi

ͱ͠ɼxr
i  dr ͷ i൪ͷมͷͱ͢Δɽ

5.3 ੜσʔλͷςετσʔλͱͷҰகճΛ༻͍Δ

͔ߏͷख๏ͱͯ͠τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫͭࡾɼʹ࣍

ΒσʔλΛੜ͠ɼੜͨ͠σʔλͷςετσʔλʹର͢Δ༧ଌਫ਼Λ࠷େԽ͢Δ

ESS Λબ͢Δख๏Λͨ͑ߟɽ͜͜Ͱ༧ଌਫ਼ͱͯ͠ɼੜ͞Εͨσʔλͷςετ

σʔλͱͷҰகճΛ༻͍Δ͜ͱͱͨ͠ɽAlgorithm7 ʹ͓͚Δ༧ଌਫ਼ΛଌΔࢦඪ

ʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣࣜ (5.3)ͷࣜͰࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t ) =

∑

dr∈Dtest
t

n∑

i=1

[
xr
i = arg max

xi

p(xi | α′, Gα′

t )

]
(5.3)

ͨͩ͠ɼ [
a = b

]
=

{
0 (a = b)

1 (a ̸= b)

ͱ͠ɼxr
i  dr ͷ i൪ͷมͷͱ͢Δɽ
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5.4 ϚϧίϑϒϥϯέοτΛ༻͍ͨςετσʔλͷ͖݅

Λ༻͍Δ

ͷ֤ߏͷख๏ͱͯ͠τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫ࢛ͭɼʹޙ࠷

มͷϚϧίϑϒϥϯέοτΛॴ༩ͱͨ͠ςετσʔλʹର͢Δ͖݅Λ͠ࢉܭɼ

ͦΕΛ࠷େԽ͢Δ ESSΛબ͢Δख๏Λͨ͑ߟɽAlgorithm7ʹ͓͚Δ༧ଌਫ਼ΛଌΔࢦ

ඪʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣࣜ (5.4)ͷࣜͰࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t ) =

∑

dr∈Dtest
t

n∑

i=1

p(xr
i | α′,MB(xi), G

α′

t ) (5.4)

ͨͩ͠ɼxr
i  dr ͷ i ൪ͷมͷɼMB(xi) ม xi ͷϚϧίϑϒϥϯέοτͱ

͢Δɽ
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ୈ 6ষ

ఏҊख๏Λ༻͍ͨධՁ࣮ݧ

6.1 ͷखॱ̏ݧ࣮

ɼୈʹ࣍ 5 ষʹ࢛ࣔͨͭ͠ͷఏҊख๏ʹ͍ͭͯɼߏֶशͷ݁Ռʹରͯ͠ͲͷΑ͏ͳ

Өڹಛ͕͋Δͷ͔ΛௐΔͨΊɼESS ͷਪఆ͓ΑͼߏֶशΛ͍ߦɼୈ 4 ষʹࣔ͠

ͱಉ༷ʹਤ̎ݧ࣮ʹݧɽ࣮ͨͬߦͷैདྷख๏Λ༻ֶ͍ͨशͷ݁ՌͱͷൺֱΛ̎ݧ࣮ͨ

4.1ʙ4.9ʹࣔͨ͠ωοτϫʔΫΛ༻͍ͨɽ࣮̏ݧͷखॱҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ

1. ਤ 4.1ʙ4.5 ͷωοτϫʔΫ͔Β 100, 200, · · · , 1000 ͷαϯϓϧΛੜ͠ɼਤݸ

4.6ʙ4.9ͷωοτϫʔΫ͔Β 1000, 2000, · · · , ͷαϯϓϧΛੜ͢Δɽݸ10000

2. ද 6.1ʹ֤ࣔ͢ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷΛ༻͍ͯɼखॱ 1Ͱੜ͞Εͨαϯϓϧ

͔ΒߏֶशΛ͏ߦɽ

3. खॱ 1, 2Λ 100ճ܁Γฦ͠͏ߦɽ

ͷׂূݕࠩަ K  2, 5, 10 ͷࡾ௨ΓΛ͕ͨ͠ࢼɼ͖݅ Kullback-Leibler ใྔ

Λ༻͍ͨख๏Ͱ K = 2ɼͦͷଞͷ̏ख๏Ͱ K = 10 ྑ͍݁Ռͱͳͬͨͨ࠷͕

Ίɼ݁Ռͱͯ͜͠ΕΒͷ߹ͷΈΛࣔ͢ɽఏҊख๏ʹ͓͚Δ ESS ͷͷީิू߹ɼ

A = {0.10, 0.50, 1.0, 2.0, · · · , 20.0}ͱͨ͠ɽ

֤ख๏ͷߏֶशͷ݁ՌΛൺֱ͢ΔͨΊɼ100 ճͷߦࢼͷ֤ख๏Ͱֶश͞Εͨωοτ

ϫʔΫߏͱਅͷωοτϫʔΫߏͱͷ SHDͷฏۉͱɼ֤ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷͱ

దͳ࠷ ESS ͷͷઈରࠩͷฏۉͷࢉܭΛͨͬߦɽ͜͜Ͱɼ࠷దͳ ESS ͷͱ SHD
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ϥϕϧ ख๏

KL ͖݅ Kullback-LeiblerใྔΛ༻͍Δख๏

PL Predictive LikelihoodΛ༻͍Δख๏

Count ੜσʔλͷςετσʔλͱͷҰகճΛ༻͍Δख๏

MB ϚϧίϑϒϥϯέοτΛ༻͍ͨςετσʔλͷ͖݅Λ༻͍Δख๏

1.0 1.0ͱ͢Δʢα = 1ʣ

Steck Steck (2008) [7]ͷख๏

Silander Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007) [6]ͷख๏

ద࠷ ͍͓ͯʹ̍ݧ࣮ SHDͷฏۉͷ࠷খΛ༩͑ͨ ESS

ද 6.1: ͷ̏ݧ࣮ ESSͷͷܾఆํ๏

ͷΛ࠷খԽ͢Δ ESSͷͱͯ͠ࢉܭΛͨͬߦɽ

6.2 ߟͷ݁Ռͱ̏ݧ࣮

݁Ռͱͯ͠ɼ֤ख๏Ͱֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏͱਅͷωοτϫʔΫߏͱͷ SHD

ͷฏۉͱ֤ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESS ͷͱ࠷దͳ ESS ͷͷઈରࠩͷฏۉΛද 4.11ɼ

4.12 ʹࣔ͢ɽ֤දωοτϫʔΫߏຖʹॎ࣠ʹσʔλɼԣ࣠ʹද 6.1 ʹࣔ͢ख๏Λ

ද͢ɽ

ఏҊख๏ͷ࢛ͭͷख๏Ͱɼ͖݅ Kullback-LeiblerใྔΛ༻͍ͨख๏ɼStrongly

skewed distribution ͱ Skewed distributionɼCombined skewed and uniform distributionɼ

Uniform distributionɼasiaɼearthquakeͷωοτϫʔΫͰ SHDͷฏۉΛ࠷খ͘͢͞

Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔɽҰํͰɼcancerͱ surveyͷωοτϫʔΫͰଞͷͭࡾͷख๏ΑΓ

 SHDͷฏۉ͕େ͖͘ͳ͍ͬͯΔɽٻΊΒΕͨ ESSͷଞͷͭࡾͷख๏ΑΓখ͍͞

ͱͳ͓ͬͯΓɼESSͷ࠷ద͕খ͍͞ωοτϫʔΫߏʹରͯ͠ɼਅͷωοτϫʔΫʹ
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Ε͍ͯΔɽ͞ࡧ͕୳ߏ͍ۙ

Predictive LikelihoodΛ༻͍ͨख๏ɼStrongly uniform distribution ͷωοτϫʔΫͰ

 SHD ͷฏۉΛ࠷খ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔ͕ɼStrongly skewed distribution 

Skewed distributionͷωοτϫʔΫͰଞͷ̏ख๏ΑΓ SHDͷฏۉ͕େ͖͘ͳͬͯ

͍ΔɽٻΊΒΕͨ ESSͷଞͷͭࡾͷख๏ΑΓখ͍͞ͱͳ͍ͬͯΔͨΊɼ֬ύϥ

ϝʔλͷҰ༷ੑ͕͍ߴωοτϫʔΫͰਅͷωοτϫʔΫʹ͍ۙߏֶ͕शͰ͖͍ͯΔɽ

ੜσʔλͷςετσʔλͱͷҰகճΛ༻͍Δख๏ͱֶश͞Εͨߏͷ֤มͷϚ

ϧίϑϒϥϯέοτΛॴ༩ͱͨ͠ςετσʔλͷ͖݅Λ༻͍Δख๏͔Βྨࣅ

ͨ݁͠ՌΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ɼcancer  survey ͷωοτϫʔΫͰଞͷͭࡾͷख๏ΑΓ

SHDͷฏۉΛখ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔɽ͜ΕΒͷख๏ͰٻΊΒΕͨ ESSͷ͕

Predictive LikelihoodΛ༻͍ͨख๏ΑΓ͞Βʹେ͖͍Λͱ͍ͬͯΔͨΊɼESSͷ࠷ద

͕ΑΓେ͖͍͜ΕΒͷೋͭͷωοτϫʔΫʹ͓͍ͯɼਅͷωοτϫʔΫʹ͍ۙߏΛ୳ࡧ

Ͱ͖͍ͯΔͱ͍ͯ͠ߟΔɽ

࠷ͷ݁Ռɼ༷ʑͳ݅Λม͑ͯݧͷख๏Λ৽ͨʹఏҊ͕ͨ͠ɼ࣮࢛͍ͭͨ༺Λূݕࠩަ

దΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δख๏೦ͳ͕Β໌Β͔ʹ͞Εͳ͔ͬͨɽ
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ୈ 7ষ

͓ΘΓʹ

7.1 ·ͱΊ

ຊจͰɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷείΞϕʔεΞϓϩʔνͷߏֶशʹ͓͍ͯҰ

ൠతʹ༻͍ΒΕΔ BDeuείΞͷϋΠύʔύϥϝʔλͷ ESSͷΛܾఆ͢Δํ๏ʹ͍ͭ

ͯड़ͨɽ

ୈ̎ষͰɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷύϥϝʔλֶशͱߏ

ֶशʹؔ͢ΔૅجࣝΛઆ໌͠ɼߏֶशͰɼBDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δߏͷີݫ

ղ୳ࡧख๏ͱͯ͠ɼຊڀݚͷ֤࣮ݧͰ༻͍ͨ Silander and Myllymäki (2006) [11]ͷಈతܭ

ը๏Λ༻͍ͯ୳͢ࡧΔख๏ʹ͍ͭͯड़ͨɽ

ୈ̏ষͰɼϢʔβʔ͕ࣗ༝ʹઃఆ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ BDeuείΞͷϋΠύʔύϥϝʔ

λͷ ESSͷʹ͍ͭͯɼࣄલࣝͷॏΈΛٖࣔ͢ࣅσʔλͳͷͰɼESSͷΛϢʔβʔ

ʹ߹ͨͬߦֶशΛߏఆͷͱͯࣗ͠༝ʹઃఆ͠ɼݻ͕ ESSͷ͕ωοτϫʔΫߏ

ͷֶशਫ਼ʹେ͖ͳӨڹΛ༩͑Δ͜ͱΛड़ɼσʔλ͕ेେ͖͍߹ʹ ESSͷ

Λ 1.0ͱ͢Δ͜ͱ͕࠷దͰ͋Δ͕ɼ[5] σʔλ͕ेେ͖͘ͳ͍߹ʹɼσʔλ͔Β

దͳ࠷ ESSͷΛٻΊΔ͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δ͜ͱΛड़ͨɽσʔλ͔Β࠷దͳ ESSͷΛ

ΊΔख๏ͱͯ͠ɼҰൠతʹ༻͍ΒΕ͍ͯΔٻ Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007)

[6]͕ఏҊͨ͠ ESSͷΛ 1͔Β 100·Ͱ 1.0ͣͭมԽͤ͞ͳ͕Β BDeuείΞΛ࠷େԽ

͢Δ ESSΛ͚ͭݟΔͱ͍͏ݧܦϕΠζख๏ͱ Steck (2008)[7]͕ఏҊͨ͠पลΛ࠷େ

Խ͢Δ ESSͷΛۙࢉܭࣅʹΑΓղੳతʹٻΊΔݧܦϕΠζख๏ʹ͍ͭͯड़ͨɽ
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ୈ̐ষͰɼUeno (2010) [5]ʹΑΓֶతʹࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼσʔλ͕ेʹେ

͖͍߹ʹ BDeuͷ ESSͷ ͷ݁ݧదͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ֬ೝ͢ΔͨΊͷ࣮࠷1.0͕

ՌΛड़ɼ͞Βʹɼୈ̏ষͷ Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007) ͷख๏ Steck

(2008) ͷख๏ɼBDeu είΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS ͷ͕༧ଌޮΛ࠷େԽ͢Δ͜ͱΛԾ

ఆͯ͠ ESSͷΛٻΊΔख๏Ͱ͋Δ͕ɼߏֶशͷධՁ࣮ݧͷ݁Ռ͔Βɼ༧ଌޮΛ࠷

େԽ͢Δ ESSͷΛٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯͳ͍͜ͱΛ࣮ূతʹࣔͨ͠ɽ

ୈ̑ষͰɼESSͷֶతͳ࠷దԽࠔͰ͋Δͱ͑ߟɼݧܦతʹަࠩূݕΛ༻͍ܾͯ

ఆ͢Δख๏ΛఏҊͨ͠ɽϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏֶशʹ͓͚ΔަࠩূݕΛ༻͍ͨ

ESSͷܾఆ๏ͰɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ͕ͲΕ΄Ͳద

ͳߏͰ͋Δ͔ΛଌΔ͜ͱ͕ඞཁͰ͋ΔɽUeno (2008) [9] ͰɼτϨʔχϯάσʔλ͔

Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏΛਅͷωοτϫʔΫߏͱൺֱͯ͠ޡΓͷݸΛ࠷খԽ͢

Δ ESSͷΛબ͢Δख๏͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ͕ɼ࣮ݱʹਅͷωοτϫʔΫߏະ

Ͱ͋ΔͨΊਅͷωοτϫʔΫߏͱൺֱ͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍ɽ·ͨɼτϨʔχϯάσʔλ

ͱςετσʔλ͔ΒͦΕͧΕֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏಉ࢜Λൺֱͯ͠ɼޡΓͷݸΛ

খԽ͢Δ࠷ ESSͷΛબ͢Δख๏͑ߟΒΕΔ͕ɼUeno (2010) [5]Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔΑ

͏ʹɼESSͷΛେ͖͍ͯ͘͘͠ͱɼֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏۙతʹશάϥϑ

ʹ͖ۙͮɼESSͷΛখ͍ͯ͘͘͞͠ͱɼֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏۙతʹۭάϥ

ϑʹۙͮͨ͘Ίɼ͜ͷΑ͏ͳަࠩূݕʹΑΓܾఆ͢Δ ESSͷͰɼਅͷߏΛֶश͢

Δ͜ͱͰ͖ͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞Ε͍ͯΔɽͦͷͨΊɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞Εͨ

ωοτϫʔΫߏ͕ͲΕ΄ͲదͳߏͰ͋Δ͔Λςετσʔλʹର͢Δ༧ଌਫ਼ͱͯ͠

ɼ͖݅͑ߟ Kullback-LeiblerใྔΛ༻͍Δख๏ͱ Predictive LikelihoodΛ༻͍Δख

๏ɼੜσʔλͷςετσʔλͱͷҰகճΛ༻͍Δख๏ɼϚϧίϑϒϥϯέοτΛ༻͍

ͨςετσʔλͷ͖݅Λ༻͍Δख๏ͷ࢛ͭΛఏҊͨ͠ɽ

ୈ̒ষͰɼຊڀݚͰఏҊͨ͠ަࠩূݕΛ༻͍Δख๏ͱैདྷख๏͕ɼϕΠδΞϯωοτ

ϫʔΫͷߏֶशʹ͓͍ͯɼͲͷΑ͏ͳֶशਫ਼ͷҧ͍͕͋Δ͔Λ࣮ݧʹΑΓ֬ೝͨ͠ɽ
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೦ͳ͕Β໌Β͔ʹదΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δख๏࠷ͷ݁Ռɼ༷ʑͳ݅Λม͑ͯݧ࣮

͞Εͳ͔ͬͨɽ͔͠͠ͳ͕Βɼσʔλ͕খ͍͞ͱ͖ʹɼैདྷ͔ΒҰൠతʹ༻͍ΒΕ͖ͯ

దΛอূ͠ͳ͍͜ͱΛࣔͨ͜͠ͱҙٛਂ͍ɽ࠷ϕΠζख๏͕ݧܦͨ

7.2 ͷ՝ޙࠓ

ҎԼͷ͕ޙࠓͷڀݚͷ՝Ͱ͋Δɽ

• ͖݅ Kullback-Leibler ใྔΛ༻͍Δख๏ΛఏҊ͕ͨ͠ɼ͖݅ Kullback-

Leibler ใྔରশੑΛͨ࣋ͳ͍ͨΊɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞Εͨωο

τϫʔΫߏ͕ςετσʔλͷ֬ߏͱͲΕ΄Ͳ͍͔ۙΛ͑ߟΔ্Ͱɼ݅

͖ Jensen-Shannonใྔ͕ΑΓద͍ͯ͠Δͱ͑ߟΒΕΔɽͦͷͨΊɼ͖݅

Jensen-Shannon ใྔΛ༻͍ͨख๏ʹ͍ͭͯಉ༷ͷ࣮ݧΛ͍ߦɼख๏ͷಛੑʹͭ

Δɽ͢ߟ͍ͯ

• Λ༻͍ͨఏҊख๏Ͱɼมͷେ͖͍ωοτϫʔΫʹରͯ͠ͷ࣮ূݕճަࠩࠓ

ΛΑΓมͷେ͖͍ωοτݧͱ͕Ͱ͖ͳ͔ͬͨɽͦͷͨΊɼಉ༷ͷ࣮͜͏ߦΛݧ

ϫʔΫߏΛؚΊͨଟ༷ͳωοτϫʔΫߏʹର͍ͯ͠ߦɼ֤ख๏ͷಛੑΛߟ

͢Δɽ

• ͳϝΧࡉҼͷৄݪదԽ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͔ͬͨ࠷Λ༻͍֤ͨख๏ʹΑΓূݕࠩަ

χζϜɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏֶश͕ෳࡶͰ͋ΔͨΊɼௐΔ͜ͱ͕Ͱ

͖ͳ͔ͬͨͨΊɼଟ༷ͳωοτϫʔΫߏʹର͢Δ࣮ݧΛ݁ͨͬߦՌ͔Β໌Β͔ʹ

͢Δɽ

• ͳϝΧχζࡉҼͷৄݪదԽ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͔ͬͨ࠷Λ༻͍ͨख๏ʹΑΓূݕࠩަ

Ϝ͕໌Β͔ʹͳͬͨ߹ɼBDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷΛٻΊΔݧܦϕΠζ

ख๏ΑΓɼֶशਫ਼ͷ͍ߴख๏ΛఏҊ͢Δɽ
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ຊڀݚͷߦʹ͋ͨͬͯɼऴࢦ࢝͝ಋɼ͝ॿݴΛࣀΓ·ͨ͠২ਅਉڭतɼӉխًॿ

Λ͍ͯͨ͠लҰݴॿ͍ͯͭʹੑͷํڀݚ࢜ɽ·ͨɼम͢·͍ͨ͠ँײ͘ਂʹतڭ

।ڭतʹ͍ͨ͠ँײ·͢ɽͦͯ͠ɼຊۃੵͯؔ͠ʹڀݚతʹٞ͠ɼຊจͷࣥචʹؔ͠

ͯॿݴࢦఠΛ͍ͯͨ͠ɼ২ࣨڀݚɼࣨڀݚͷօ༷ʹ͍ͨ͠ँײ·͢ɽ
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