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 要  旨 

 ベイジアンネットワークは確率変数をノードとし，ノード間の条件付き従属関係を非循環有向

グラフで表し，同時確率分布が各ノードの親ノード集合を所与とした条件付き確率の積に分解さ

れる確率的グラフィカルモデルである． 
ベイジアンネットワークの学習は，条件付き確率パラメータ集合をデータから推定するパラメ

ータ学習と変数に対応するノード集合によって構成される非循環有向グラフネットワーク構造を

データから推定する構造学習の二つに分けて考えることができる．構造学習では，候補構造の中

から学習スコアを最大化する構造を探索するスコアベースアプローチと，条件付き独立性検定を

用いて構造を探索する制約ベースアプローチが主に用いられている．スコアベースアプローチの

構造学習では，学習スコアとして BDeuスコアがよく用いられるが，BDeuスコアのハイパーパ
ラメータの Equivalent Sample Size（ESS）の値は，ユーザーが自由に設定できる事前知識の重
みを示す擬似データであり，ESSの値は構造学習の結果に大きな影響を与えることが知られてい
る．そのため，データから最適な ESSの値を決定することが必要である． 
本論文では，Ueno (2010)により数学的に示されたデータ数が十分に大きい場合に ESSの最適
値が 1.0 に収束することを実証的に示す．データ数が十分に大きくない場合に一般的に用いられ
てきた，BDeuスコアを最大化する ESSの値を用いる経験ベイズ手法が，ESSの最適値を求める
ことができていないことを構造学習の評価実験の結果より示す． 
そこで，数学的手法ではなくこれまでベイジアンネットワークで用いられてこなかった交差検

証を用いた ESSの決定法として四つの手法を提案する．そして，交差検証を用いた提案手法によ
る構造学習の評価実験の結果について考察する． 
実験の結果，様々な条件を変えて最適値を得ることができる手法は残念ながら明らかにはされ

なかった．しかし，データ数が小さいときに，従来から一般的に用いられてきた経験ベイズ手法

が最適値を保証しないことを示したことは意義深い． 
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ୈ 1ষ

͸͡Ίʹ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫ͸ɼ֬཰ม਺Λϊʔυͱ͠ɼϊʔυؒͷ৚݅෇͖ैଐؔ܎Λ

ඇ॥؀༗޲άϥϑʢDirected Acyclic Graph, DAGʣͰද͠ɼಉ֬࣌཰෼෍͕֤ϊʔυͷ

਌ϊʔυू߹Λॴ༩ͱͨ͠৚݅෇͖֬཰ͷੵʹ෼ղ͞ΕΔ֬཰తάϥϑΟΧϧϞσϧͰ

͋Δɽ

Ͱ͖Δ͔͸༺׆ɼΠϯλʔωοτ্ʹ൙ཞ͍ͯ͠ΔେྔͷσʔλΛͲͷΑ͏ʹ༗ޮࡏݱ

ॏཁͳ՝୊ͱͳ͍ͬͯΔɽϕΠδΞϯωοτϫʔΫ͸ಉ֬࣌཰෼෍ͷ࠷΋Ծఆ͕গͳ͍ࣗ

વͳϞσϧͱͯ͠ɼ༷ʑͳࣄ৅ΛϊʔυʹΑͬͯද͢ݱΔ͜ͱ͕ՄೳͰɼશͯͷϊʔυ͕

ೖྗͱग़ྗʹ༻͍Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͞Βʹɼ֬཰ਪ࿦ͷ༧ଌਫ਼౓͕͍͜ߴͱ͕஌ΒΕ͍ͯ

ΔͨΊɼඇৗʹద༻ൣғͷٕ͍޿ज़Ͱ͋Δɽ[1]ͦͷͨΊɼγεςϜͷނো਍அ΍Ϛʔέ

ςΟϯά෼໺౳ͷ਺ଟ͍Ԡ༻ྫ͕͋Δɽ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷֶश͸ɼ৚݅෇͖֬཰ύϥϝʔλू߹Λσʔλ͔Βਪఆ͢Δ

ύϥϝʔλֶशͱɼม਺ʹରԠ͢Δϊʔυू߹ʹΑͬͯߏ੒͞ΕΔඇ॥؀༗޲άϥϑωο

τϫʔΫߏ଄Λσʔλ͔Βਪఆ͢Δߏ଄ֶशͷೋͭʹ෼͚ͯ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ΔείΞ΂ʔεΞϓ͢ࡧ଄Λ୳ߏͭ࣋దͳֶशείΞΛ࠷଄͔Βߏ଄ֶशͰ͸ɼީิߏ

ϩʔνͱɼ৚݅෇͖ಠཱੑݕఆʹΑΓߏ଄Λ୳͢ࡧΔ੍໿ϕʔεΞϓϩʔν͕Α͘༻͍Β

Ε͍ͯΔɽείΞ΂ʔεΞϓϩʔνͷߏ଄ֶशͰ͸ɼҰൠʹ͸पล໬౓Λ࠷େԽ͢Δߏ଄

Λ୳͢ࡧΔɽ

ύϥϝʔλͷࣄલ෼෍ʹσΟϦΫϨ෼෍ΛԾఆͨ͠ͱ͖ɼपล໬౓͸ Bayesian Dirichlet

ʢBDʣείΞͱݺ͹ΕΔɽ͞ΒʹɼHeckerman, Geiger and Chickering (1995) [2]͕ఏҊ͠
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͍ͯΔ BDείΞʹ໬౓౳Ձʹໃ६͠ͳ͍৚݅Λಋೖֶͨ͠शείΞ͸ Bayesian Dirichlet

equivalentʢBDeʣείΞͱݺ͹ΕΔɽBDeείΞͰ͸ɼEquivalent Sample SizeʢESSʣͱ

ΔωοτϫʔΫ͍ͯ͑ߟʹલࣄσʔλΛɼϢʔβʔ͕ࣅલ஌ࣝͷॏΈΛٖࣔ͢ࣄ͹ΕΔݺ

.଄ͷԾઆΛॴ༩ͱ֤ͯ͠ϋΠύʔύϥϝʔλʹ෼഑͍ͯ͠Δߏ

·ͨɼBuntine (1991) [3] ͕ఏҊֶͨ͠शείΞ͸ɼESS Λύϥϝʔλ਺ͰׂΔ͜

ͱͰҰ༷ࣄલ෼෍Λಋೖ͢Δ BDe είΞͷಛघͳ৔߹ͱղऍ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͨΊɼ

Bayesian Dirichlet equivalent uniformʢBDeuʣείΞͱݺ͹Ε͍ͯΔɽHeckerman, Geiger

and Chickering (1995)΋ࢦఠ͍ͯ͠Δ͕Ϣʔβʔ͕ࣄલʹωοτϫʔΫߏ଄ͷԾઆΛͭ࣋

͜ͱ͸ࠔ೉Ͱ͋Γɼ͍ͯͬޡΔՄೳੑ΋͍ͨߴΊɼࡏݱ͸ BDeuείΞ͕Α͘༻͍ΒΕͯ

͍ΔֶशείΞͰ͋Δɽ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷείΞ΂ʔεΞϓϩʔνͷߏ଄ֶशͰ͸ɼBDeuείΞ͕Α

͘༻͍ΒΕ͍ͯΔ͕ɼSteck (2002) [4] ͸σʔλ਺͕େ͖͍৔߹Ͱ͋ͬͯ΋ɼBDeu εί

ΞͷϋΠύʔύϥϝʔλͷ ESSͷ஋Λ 0ʹ͚͍ۙͮͯ͘ͱֶश͞ΕͨϕΠδΞϯωοτ

ϫʔΫͷ DAGߏ଄ͷΤοδ਺͕ݮগ͠ɼESSͷ஋Λେ͖͘͢Δͱ DAGߏ଄ͷΤοδ਺

͸૿͑Δͱ͍͏ੑ࣭͕͋Δ͜ͱΛγϛϡϨʔγϣϯʹΑΓࣔͨ͠ɽUeno (2010) [5] ͸ɼ

σʔλ਺͕े෼ʹେ͖͍৔߹͸ BDeuείΞͷ ESSͷ஋͸ దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱ࠷1.0͕

Λ਺ֶతʹࣔͨ͠ɽ·ͨɼSilander, Kontakanen and Myllymäki (2007) [6] ͸ɼϢʔβʔ

͕ࣗ༝ʹઃఆͰ͖Δ ESSͷ஋͕ BDeuείΞΛ༻͍ͨߏ଄ֶशʹΑΓֶश͞ΕΔωοτ

ϫʔΫߏ଄ʹରͯ͠େ͖ͳӨڹΛ༩͑Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ͕ͨͬͯ͠ɼσʔλ਺͕े෼ʹେ

͖͘ͳ͍৔߹ͷ ESSͷ஋͸Ϣʔβʔ͕ࣗ༝ʹઃఆ͢ΔͷͰ͸ͳ͘σʔλ͔Β࠷దͳ஋Λ

ܾఆ͢Δ͜ͱ͕ඞཁʹͳΔɽ

Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007)͸ɼ͜ͷ໰୊ͷղܾख๏ͷҰͭͱͯ͠ ESS

ͷ஋Λ 1 ͔Β 100 ·Ͱ 1.0 ͣͭมԽͤ͞ͳ͕Β BDeu είΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS Λͭݟ

͚Δͱ͍͏ݧܦϕΠζख๏ΛఏҊͨ͠ɽ͞ΒʹɼSteck (2008) [7] ͸ɼपล໬౓Λ࠷େ

Խ͢Δ ESS ͷ஋ΛۙࢉܭࣅΛ༻͍ͯղੳతʹٻΊΔݧܦϕΠζख๏ΛఏҊ͠ɼSilander,
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Kontakanen and Myllymäki (2007) ͷݧܦϕΠζख๏ΑΓ΋ߴ଎ʹಉ౳ఔ౓ͷਫ਼౓Λอͭ

ESSͷ஋ΛٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ

ຊ࿦จͰ͸ɼ·ͣɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͱͦͷߏ଄ֶशʹ͍ͭͯड़΂ɼBDeuεί

Ξͷ ESSͷ஋ͷܾఆ๏ͷैདྷख๏Λड़΂Δɽ࣍ʹɼैདྷख๏ʹΑΓܾఆͨ͠ ESSͷ஋Λ

ͷ݁ՌΑΓɼσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͍৔߹͸ݧ଄ֶशͷධՁ࣮ߏ͍ͨ༺ BDeu είΞͷ

ESSͷ஋͸ దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛࣔ͢ɽ͞Βʹɼσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͘ͳ͍৔࠷1.0͕

߹ʹ͜Ε·ͰҰൠతʹ༻͍ΒΕ͖ͯͨݧܦϕΠζख๏͕ɼESSͷ஋Λ࠷దԽͰ͖͍ͯͳ͍

͜ͱΛ࣮ূతʹࣔ͢ɽ

͜ͷ͜ͱ͔Β BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋ֶ͕शޮ཰Λ࠷େԽ͢Δͱ͸ݶΒͳ

͍ͱ͍͏͜ͱ͕Θ͔Δɽͦ͜ͰɼESSͷ਺ֶతͳ࠷దԽ͸ࠔ೉Ͱ͋Δͱ͑ߟɼݧܦతʹަ

଄ֶशʹ͓͚ΔަߏΛ༻͍ܾͯఆ͢Δख๏ΛఏҊ͢ΔɽϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷূݕࠩ

͍ͨ༺Λূݕࠩ ESSͷܾఆ๏Ͱ͸ɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ

଄͕ͲΕ΄Ͳద੾ͳߏ଄Ͱ͋Δ͔ΛଌΔ͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δɽ

Ueno (2008) [9]Ͱ͸ɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄Λਅͷωο

τϫʔΫߏ଄ͱൺֱͯ͠ޡΓͷݸ਺Λ࠷খԽ͢Δ ESSͷ஋Λબ୒͢Δख๏͕ఏҊ͞Εͯ

͍Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ࣮ݱʹ͸ਅͷωοτϫʔΫߏ଄͸ະ஌Ͱ͋ΔͨΊਅͷωοτϫʔΫ

଄ͱൺֱ͢Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͳ͍ɽߏ

·ͨɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ͱςετσʔλ͔Βֶश

͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄Λൺֱͯ͠ɼޡΓͷݸ਺Λ࠷খԽ͢Δ ESSͷ஋Λબ୒͢Δख๏

΋͑ߟΒΕΔ͕ɼUeno (2010) [5]Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼESSͷ஋Λେ͖͍ͯ͘͘͠ͱɼ

ֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏ଄͸઴ۙతʹ׬શάϥϑʹ͖ۙͮɼESS ͷ஋Λখ͍ͯ͘͞͠

͘ͱɼֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏ଄͸઴ۙతʹۭάϥϑʹۙͮͨ͘Ίɼ͜ͷΑ͏ͳަࠩݕ

ূʹΑΓܾఆ͢Δ ESSͷ஋Ͱ͸ɼਅͷߏ଄Λֶश͢Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞Εͯ

͍Δɽ

ຊڀݚͰఏҊ͢ΔަࠩূݕΛ༻͍ͯ ESSͷ஋Λܾఆ͢Δख๏Ͱ͸ɼτϨʔχϯάσʔ
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λ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄͕ͲΕ΄Ͳద੾ͳߏ଄Ͱ͋Δ͔Λςετσʔλʹର͢

Δ༧ଌਫ਼౓ͱͯ͠ҎԼͷ࢛ͭͷख๏ΛఏҊ͢Δɽ

1. ৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘ใྔΛ༻͍Δख๏

৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘ใྔ͸ɼೋͭͷ֬཰෼෍ͷࠩҟΛද͢ࢦඪͰɼ෼෍ؒ

଄͕ςεߏ͹ΕΔɽτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫݺ཭ͱ΋ڑٖ

τσʔλͷ֬཰ߏ଄ͱͲΕ΄Ͳ͍͔ۙΛ͑ߟΔͨΊɼ৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘

ใྔΛ࠷খԽ͢Δ ESSͷ஋ΛٻΊΔɽ

2. Predictive LikelihoodΛ༻͍Δख๏

Malone, Järvisalo and Myllymäki (2015) [10]Ͱड़΂ΒΕ͍ͯΔτϨʔχϯάσʔλ

͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ʹ͓͚Δ֤ม਺ͷ਌ม਺Λॴ༩ͱͨ͠ςετσʔ

λͷ৚݅෇͖໬౓Ͱ͋Δ Predictive LikelihoodΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋ΛٻΊΔɽ

3. ੜ੒σʔλͷςετσʔλͱͷҰகճ਺Λ༻͍Δख๏

τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄͕ςετσʔλͷ༧ଌʹͲΕ

͚ͩ౰ͯ͸·Δ͔Λ͑ߟɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄͔

ΒσʔλΛੜ੒͠ɼͦͷσʔλͱςετσʔλͷҰகճ਺Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋

ΛٻΊΔɽ

4. ϚϧίϑϒϥϯέοτΛ༻͍ͨςετσʔλͷ৚݅෇͖໬౓Λ༻͍Δख๏

τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ʹ͓͚Δ֤ม਺ͷϚϧίϑϒ

ϥϯέοτΛॴ༩ͱͨ͠ςετσʔλͷ৚݅෇͖໬౓Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋Λٻ

ΊΔɽ

ɹޙ࠷ʹɼఏҊख๏ʹΑΓܾఆͨ͠ ESSͷ஋Λ༻͍ͨߏ଄ֶशͷධՁ࣮ݧͷ݁ՌΛैདྷ

ख๏ͱൺֱͨ݁͠Ռɼ༷ʑͳ৚݅Λม͑ͯ ESSͷ࠷ద஋ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δख๏͸࢒೦

ͳ͕Β໌Β͔ʹ͸͞Εͳ͔ͬͨɽ͔͠͠ͳ͕Βɼσʔλ਺͕খ͍͞ͱ͖ʹɼैདྷ͔ΒҰൠ

తʹ༻͍ΒΕ͖ͯͨݧܦϕΠζख๏͕࠷ద஋Λอূ͠ͳ͍͜ͱΛࣔͨ͜͠ͱ͸ҙٛਂ͍ɽ
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ୈ 2ষ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫֶश

ຊষͰ͸ɼຊڀݚʹ͓͍ͯඞཁͱͳΔϕΠδΞϯωοτϫʔΫͱϕΠδΞϯωοτϫʔ

Ϋͷֶशʹ͍ͭͯɼૅجతͳ஌ࣝʹؔͯ͠ड़΂Δɽ

2.1 ϕΠδΞϯωοτϫʔΫ

n ߹ͷม਺ूݸ x = {x1, x2, · · · , xn} Λ΋ͭϕΠδΞϯωοτϫʔΫ͸ɼ(G,Θ) Ͱද

ΕΔɽ͞ݱ

• G ͸ x ʹରԠ͢Δϊʔυू߹ʹΑͬͯߏ੒͞ΕΔඇ॥؀༗޲άϥϑʢdirected

acyclic graph, DAGʣωοτϫʔΫߏ଄ͱݺ͹ΕΔɽ

• Θ͸ɼG ͷ֤ΤοδʹରԠ͢Δ৚݅෇͖֬཰ύϥϝʔλू߹ {p(xi | Πi, G)}, (i =

1, · · · , n)Ͱ͋Δɽͨͩ͠ɼΠi͸ม਺ xiͷ਌ม਺ू߹Λ͍ࣔͯ͠Δɽ

ม਺ू߹ x = {x1, x2, · · · , xn} Λ΋ͭϕΠδΞϯωοτϫʔΫ (G,Θ) ͷಉ֬࣌཰෼

෍ p(x | G,Θ)͸ҎԼͷΑ͏ʹɼ֤ม਺ͷ਌ม਺ू߹Λॴ༩ͱͨ͠৚݅෇͖֬཰ͷੵʹ෼

ղ͞ΕΔɽ

p(x | G,Θ) =
∏

i

P (xi | Πi, G,Θ) (2.1)

֤ม਺ xi͸ riݸͷཁૉΛ΋ͭঢ়ଶू߹ {1, · · · , ri} ͔ΒҰͭͷ஋ΛͱΓɼ֤ม਺ xi͕

஋ k ΛͱΔͱ͖ɼxi = k ͱॻ͘͜ͱͱ͢Δɽ·ͨɼ֤ม਺ xiͷ਌ม਺ू߹Πiͷύλʔ

ϯ͸ qiݸͱ͠ɼΠi͕ j ൪໨ͷύλʔϯΛͱΔͱ͖ɼΠi = j ͱॻ͘͜ͱͱ͢Δɽ͞Βʹɼ
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Πi = j ͷͱ͖ʹ xi = k ͱͳΔ৚݅෇͖֬཰ p(xi = k | Πi = j,G)Λ৚݅෇͖֬཰ύϥ

ϝʔλθijkͰද͠ɼΠi = j ͷͱ͖ʹ xi = k ͱͳΔස౓Λ nijkͰද͢͜ͱͱ͢Δɽ

2.2 ϕΠδΞϯωοτϫʔΫֶश

2.2.1 ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷύϥϝʔλֶश

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷ৚݅෇͖֬཰ύϥϝʔλू߹ Θ = {θijk}Λσʔλ͔Βਪఆ

͢Δ͜ͱΛ΂ΠδΞϯωοτϫʔΫͷύϥϝʔλֶशͱݺͿɽ

σʔλ D Λ༩͑ΒΕͨͱ͖ɼύϥϝʔλू߹ Θʹ͍ͭͯͷ໬౓͸ɼࣜ (2.2)ͷଟ߲෼

෍ʹै͏ɽ

p(D | Θ, G) =
n∏

i=1

qi∏

j=1

(
ri∑

k=1

nijk

)
!

ri∏

k=1

nijk!

ri∏

k=1

θ
nijk

ijk (2.2)

͜͜Ͱɼ

(
ri∑

k=1

nijk

)
!

ri∏

k=1

nijk!

͸ɼ໬౓Λੵ෼ͯ͠ 1.0ʹ͢Δਖ਼نԽ߲Ͱ͋Δɽ

͜͜Ͱɼύϥϝʔλू߹ Θʹ͍ͭͯͷࣄલ෼෍ p(Θ | G)Λ͑ߟΔ͕ɼύϥϝʔλू߹

Θʹ͍ͭͯͷ໬౓͸ଟ߲෼෍ʹै͏ͨΊɼࣄલ෼෍ͱޙࣄ෼෍͕ಉ෼෍ͱͳΔΑ͏ɼଟ߲

෼෍ͷࣗવڞ໾ࣄલ෼෍Ͱ͋ΔσΟϦΫϨ෼෍Λࣜ (2.3) ͷΑ͏ʹԾఆ͢Δɽ͜͜ͰɼΓ

͸Γ(x + 1) = xΓ(x)Λຬͨ͢ΨϯϚؔ਺ɼαijk͸ɼnijkʹରԠ͢Δࣄલ஌ࣝΛදٖ͢ࣅα

ϯϓϧͷϋΠύʔύϥϝʔλͰ͋Δɽ

p(Θ | G) =
n∏

i=1

qi∏

j=1

Γ

(
ri∑

k=1

αijk

)

ri∏

k=1

Γ(αijk)

ri∏

k=1

θ
αijk−1
ijk (2.3)

͜͜ͰɼσΟϦΫϨ෼෍ͷੑ࣭ΑΓɼαijkͷ஋͕શͯ 1.0ͷͱ͖ɼθijkͷࣄલ෼෍͸Ұ༷
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෼෍ͱͳΔɽαijkͷ஋͕શͯ 0.5ͷΑ͏ʹখ͘͞ͳΔͱɼθijkͷࣄલ෼෍͸ U෼෍ͷΑ͏ʹ

֬཰ 0 ͱ 1 ͷ෦෼ʹೋۃԽͯ͠ີ౓͕͘ߴͳΔɽαijkͷ஋͕શͯ 10 ͷΑ͏ʹେ͖͍஋ʹ

ͳΔͱɼθijkͷࣄલ෼෍͸ತ෼෍ʹ͖ۙͮɼਪఆ஋͕σʔλͷӨڹΛड͚ʹ͘͘ͳΔɽ

લ෼෍ʹ໬౓Λֻ͚߹ΘͤΔ͜ͱͰಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰɼࣜࣄ෼෍͸ޙࣄ (2.2)ͱࣜ

(2.3)Λֻ͚߹ΘͤΔ͜ͱͰ࣍ͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

p(D,Θ | G) =
n∏

i=1

qi∏

j=1

Γ

(
ri∑

k=1

αijk

)

ri∏

k=1

Γ(αijk)

ri∏

k=1

θ
nijk+αijk−1
ijk (2.4)

ϕΠζ౷ֶܭͰ͸ MAPਪఆ஋ΑΓޙࣄ෼෍ͷਪఆ஋Ͱ͋Δ EAPਪఆ஋ͷํ͕ɼ݈ؤ

Ͱ༧ଌޮ཰͕ྑ͍ͱ͍͏͜ͱ͕஌ΒΕ͍ͯΔɽθijk ͷ EAPਪఆ஋͸ɼࣜ (2.4)ͷظ଴஋Ͱ

͋ΔͷͰ͸࣍ͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

θ̂ijk =
αijk + nijk

αij + nij
(2.5)

ͨͩ͠ɼ

αij =
ri∑

k=1

αijk, nij =
ri∑

k=1

nijk

ͱ͢Δɽ

2.2.2 ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷείΞ΂ʔεΞϓϩʔνͷߏ଄ֶश

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷ DAG ଄ߏ G Λσʔλ͔Βਪఆ͢Δ͜ͱΛ΂ΠδΞϯωο

τϫʔΫͷߏ଄ֶशͱݺͿɽߏ଄ֶश͸ύϥϝʔλֶशͱൺ΂ɼෳࡶͳ໰୊ͱͳΔɽߏ଄

ֶशͰ͸ɼީิߏ଄͔Β࠷దͳֶशείΞΛߏͭ࣋଄Λ୳͢ࡧΔείΞ΂ʔεΞϓϩʔν

ͱɼ৚݅෇͖ಠཱੑݕఆʹΑΓߏ଄Λ୳͢ࡧΔ੍໿ϕʔεΞϓϩʔν͕Α͘༻͍ΒΕ͍ͯ

Δ͕ɼຊڀݚͰ͸είΞ΂ʔεΞϓϩʔνʹ͍ͭͯड़΂Δɽ

଄ֶशͷֶशείΞͱͯ͠͸पล໬౓ߏ p(D | G)͕Ұൠతʹ༻͍ΒΕΔɽύϥϝʔλ

ͷࣄલ෼෍ʹσΟϦΫϨ෼෍ΛԾఆ͢Δͱपล໬౓͸ࣜ (2.6)ͷΑ͏ʹද͞ΕΔɽ͜ΕΛ
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Bayesian DirichletʢBDʣείΞͱݺͿɽ

p(D | G) =

∫

Θ
p(D | Θ, G)p(Θ)dΘ

=
n∏

i=1

qi∏

j=1

Γ(αij)

Γ(αij + nij)

ri∏

k=1

Γ(αijk + nijk)

Γ(αijk)

(2.6)

Heckerman, Geiger and Chickering (1995) [2]͸ɼೋͭͷϕΠδΞϯωοτϫʔΫߏ଄ͷ

ಉ֬࣌཰෼෍͕౳ՁʢϚϧίϑ౳ՁʣͰ͋Δߏ଄͸ɼͦΕΒͷपล໬౓ͷ஋΋ಉҰͰͳ͚

Ε͹ͳΒͳ͍ͱ͍͏໬౓౳ՁΛಋೖ͠ɼ໬౓౳ՁΛຬͨ͢σΟϦΫϨ෼෍ͷ৚݅ͱͯ͠Ҏ

ԼͷϋΠύʔύϥϝʔλΛఏҊͨ͠ɽ

αijk = αp(xi = k,Πi = j | Gh) (2.7)

͜͜Ͱɼα͸ Equivalent Sample SizeʢESSʣͱݺ͹ΕΔࣄલ஌ࣝͷॏΈΛٖࣔ͢ࣅσʔλ

Ͱ͋ΔɽGh ͸Ϣʔβʔ͕ࣄલʹ͍ͯ͑ߟΔωοτϫʔΫߏ଄ͷԾઆͰ͋Γɼͦͷߏ଄Λ

ॴ༩ͱͯ͠ ESSΛ֤ϋΠύʔύϥϝʔλ αijk ʹ෼഑ͯ͠ࣄલ஌ࣝΛ൓өͤ͞Δɽ͜ͷֶ

शείΞ͸ Bayesian Dirichlet equivalentʢBDeʣείΞͱݺ͹ΕΔɽ

·ͨɼBuntine (1991) [3]͕ఏҊͨ͠είΞ͸ɼBDeείΞʹ͓͍ͯ

αijk = α/(riqi) (2.8)

ͱͨ͠ BDeείΞͷಛघͳ৔߹ͱղऍͰ͖ΔͨΊɼBayesian Dirichlet equivalent uniform

ʢBDeuʣείΞͱݺ͹ΕΔɽHeckerman, Geiger and Chickering (1995)΋ࢦఠ͍ͯ͠ΔΑ

͏ʹɼϢʔβʔ͕ࣄલʹωοτϫʔΫߏ଄ͷԾઆΛͭ࣋͜ͱ͸ࠔ೉Ͱ͋Γɼ͍ͯͬޡΔՄ

ೳੑ΋͍ͨߴΊɼࡏݱ͸ BDeuείΞ͕Α͘༻͍ΒΕ͍ͯΔֶशείΞͰ͋Δɽ

Δख๏ͱͯ͠ɼୈ͢ࡧղ୳ີݫ଄ͷߏେԽ͢Δ࠷ɼBDeuείΞΛʹ࣍ 6ষͰड़΂Δຊ

͍ͨ༺Ͱ΋ݧͷ࣮ڀݚ Silander and Myllymäki (2006) [11] ͷಈతܭը๏Λ༻͍ͯ୳͢ࡧ

Δख๏ʹ͍ͭͯड़΂Δɽ

·ͣɼnม਺ͷϕΠδΞϯωοτϫʔΫʹ͓͍ͯ͑ߟΒΕΔ n2n−1 શͯͷαϒωοτݸ

ϫʔΫʹରͯ͠ɼAlgorithm1ʹࣔ͢ΞϧΰϦζϜΛ༻͍ͯείΞʢϩʔΧϧείΞʣΛࢉܭ
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͢Δɽ͜͜Ͱɼω ⊆ x͸ม਺ू߹ɼct͸ ωʹରԠ͢Δ෼ׂදΛද͢ɽ·ͨɼCt2Cft(ct, xi)

͸෼ׂද ct ͔Βੜ੒͞ΕΔม਺ xi ʹؔ͢Δ৚݅෇͖ස౓දɼScore(xi | ω \ {xi}) ͸

BDeuείΞɼCt2Ct(ct, xi)͸෼ׂද ct͔Βม਺ xi ΛपลԽͨ͠෼ׂදΛද͢ɽ

Algorithm 1શͯͷϩʔΧϧείΞΛࢉܭ (getLocalScore(ω, ct))
Input: ω, ct

Output: LS

1: for all xi ∈ ω do

2: Ct2Cft(ct, xi)

3: LS[xi][ω \ {xi}]← Score(xi | ω \ {xi})

4: end for

5: if |ω| > 1 then

6: for xi ∈ ω do

7: getLocalScore(ω \ {xi},Ct2Ct(ct, xi))

8: end for

9: end if

ɼಘΒΕͨϩʔΧϧείΞΛ༻͍֤ͯม਺ʹ࣍ xi ͷ͑ߟΒΕΔ 2n−1 શͯͷ਌ϊʔݸ

υީิ C ⊆ x \ {xi} Λॴ༩ͱͨ࣌͠ͷ࠷దͳ਌ϊʔυू߹ Π∗
i (C)Λܾఆ͢Δɽ਌ϊʔ

υީิ C Λॴ༩ͱͨ࣌͠ͷ࠷దͳ਌ϊʔυू߹ Π∗
i (C)͸ɼ਌ϊʔυީิ C ࣗ਎·ͨ͸

਌ϊʔυީิ C ͔ΒϊʔυΛҰͭআ֎ͨ͠ϊʔυू߹ {C \ {c} | c ∈ C}ͷதʹଘ͢ࡏ

Δ࠷దͳ਌ϊʔυू߹ Π∗
i (C \ {c})ͷ͍ͣΕ͔Ͱ͋ΔͨΊɼ࠷దͳ਌ϊʔυू߹ Π∗

i (C)

Λॴ༩ͱͨ͠ϩʔΧϧείΞ͸ɼ

Score(xi | Π∗
i (C)) = max{Score(xi | C),max

c∈C
{Score(xi | Π∗

i (C \ {c}))}} (2.9)

ͱͳΔɽ࠷దͳ਌ϊʔυू߹ΛٻΊΔΞϧΰϦζϜΛ Algorithm2 ʹࣔ͢ɽ͜͜Ͱɼbps

͸ xi ͷ͑ߟΒΕΔશͯͷ਌ϊʔυީิͷ࠷దͳ਌ϊʔυू߹ɼbss͸ͦͷϩʔΧϧείΞ
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ू߹Λද͢ɽAlgorithm2Ͱ͸ɼxi ͷ͑ߟΒΕΔશͯͷ਌ϊʔυީิ͕਌ϊʔυͰ͋Δ৔

Algorithm ΊΔٻదͳ਌ϊʔυू߹Λ࠷2 (getBestParents(x, xi,LS))
Input: x, xi,LS

Output: bps[·]

1: bps = array (length = 2|x| − 1)

2: bss = array (length = 2|x| − 1)

3: for all cs ⊆ x \ {xi} in lexicographic order do

4: bps[cs]← cs

5: bss[cs]← LS[xi][cs]

6: for all cs1 ⊂ cs which |cs \ cs1| = 1 do

7: if bss[cs1] > bss[cs] then

8: bps[cs]← bps[cs1]

9: bss[cs]← bss[cs1]

10: end if

11: end for

12: end for

߹Λॳظঢ়ଶͱͯ͠ɼҰͭ਌ϊʔυΛফͨ͠ڈ৔߹ʹֶशείΞ͕վળ͞Εͨ৔߹ʹফڈ

͢Δͱ͍͏ಈ࡞ΛࣙॻࣜॱংΛ༻͍ͯ܁Γฦ͍ͯ͠Δɽ

ΊΔɽ·ͣɼϊʔυूٻ଄ΛߏదͳωοτϫʔΫ࠷దͳϊʔυॱংΛܾఆ͠ɼ࠷ɼʹ࣍

߹ ω ⊆ x͔ΒͳΔ࠷దͳαϒωοτϫʔΫߏ଄ G∗(ω)͸࣍ͷೋͭͷαϒωοτϫʔΫͷ

࿨Ͱද͢ݱΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

• Ϧʔϑϊʔυ xi ͱͦͷ࠷దͳ਌ϊʔυू߹ Π∗
i (ω \ {xi})͔ΒͳΔαϒωοτϫʔ

Ϋߏ଄ (xi,Π∗
i (ω \ {xi}))

• ϊʔυू߹ ω \ {xi}͔Βߏ੒͞ΕΔ࠷దͳαϒωοτϫʔΫߏ଄
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ͦͷͨΊɼ࠷దͳαϒωοτϫʔΫߏ଄ G∗(ω)ʹ͓͚Δ࠷దͳϦʔϑϊʔυ͸ɼ

Leaf∗(ω) = arg max
xi∈ω

{Skore(ω, xi)}

= arg max
xi∈ω

{Score(xi | Π∗
i (ω \ {xi})) + Score(G∗(ω \ {xi}))}

(2.10)

ͱද͞ΕΔɽ͜ΕΛ༻͍ͯ͑ߟΒΕΔશͯͷϊʔυू߹ʹ͍ͭͯɼ࠷దͳαϒωοτϫʔ

ΫͱϦʔϑϊʔυΛܾఆ͢ΔΞϧΰϦζϜΛ Algorithm3ʹࣔ͢ɽ

Algorithm ΊΔٻదͳϦʔϑϊʔυΛ࠷3 (getBestLeaf(x, bps,LS))
Input: x, bps,LS

Output: Leafs[·]

1: for all ω ∈ x in lexicographic order do

2: score[ω]← 0.0

3: Leafs[ω]← −1

4: for all leaf ∈ ω do

5: upvars← ω \ {leaf}

6: skore← score[upvars] + LS[leaf][bps[leaf][leaf]]

7: if Leafs[ω] = −1 or skore > score[ω] then

8: score[ω]← skore

9: Leafs[ω]← leaf

10: end if

11: end for

12: end for

Algorithm3 Ͱ͸ɼ·ͣɼϊʔυू߹ ω ͔ΒϦʔϑϊʔυ xi Λ܁Γฦ͠બ୒͠ɼࣜ

(2.10) ͷΑ͏ʹ࿨ͷࢉܭΛ͜͏ߦͱͰ Skore(ω, ·) Λ࠷େԽ͢Δ xi ΛٻΊΔɽ͜ͷͱ͖ɼ

Score(G∗(ω \ {xi}))Λ͢ࢉܭΔͨΊʹ͸ Leaf(ω \ {xi})Λ͢ࢉܭΔඞཁ͕͋ΔͨΊɼࣙ
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ॻࣜॱংΛ༻͍ͯࣄલʹ͓ͯ͘͠ࢉܭΑ͏ʹ͍ͯ͠Δɽ

o∗i (V ) = Leafs∗(V \
|V |⋃

j=i+1

{o∗j (V )}) (2.11)

ɹ࠷దͳϦʔϑϊʔυू߹͕ܾ·ͬͨͷͰɼࣜ (2.11)Λ༻͍ͨ Algorithm4Λ༻͍ͯ࠷ద

ͳϊʔυॱং͕ٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Algorithm ΊΔٻదͳϊʔυॱংΛ࠷4 (Leaf2Order(x,Leafs))
Input: x,Leafs

Output: Order

1: Order = array (length = |x|)

2: left = x

3: for i = |x| to 1 do

4: Order[i]← Leafs[left]

5: left← left \ {Order[i]}

6: end for

଄͸ɼߏదͳωοτϫʔΫ࠷దͳϊʔυॱং͕ܾఆ͢Ε͹ɼ࠷

G∗
o∗i (V ) = g∗o∗i (V )

⎛

⎝
i−1⋃

j=1

{o∗j (V )}

⎞

⎠ (2.12)

ͱͳΔͨΊɼϊʔυॱংΛॴ༩ͱͨ͠ϕΠδΞϯωοτϫʔΫߏ଄୳ࡧͷΞϧΰϦζϜ͸

Algorithm5Ͱ͜͏ߦͱ͕Ͱ͖Δɽ

͜ͷΑ͏ʹͯ͠ɼσʔλ D = {d1, d2, ..., dN} (x = (x1, x2, ..., xn))͔Β෼ׂද ctΛ

੒͠ɼBDeuείΞͷϋΠύʔύϥϝʔλͷ࡞ ESSͷ஋Λܾఆ͢Ε͹ɼBDeuείΞΛ࠷

େԽ͢ΔωοτϫʔΫߏ଄ͷີݫղ୳ࡧΛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
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Algorithm ΊΔٻ଄ΛߏదͳωοτϫʔΫ࠷5 (Order2Net(x,Order, bps))
Input: x,Order, bps

Output: parents

1: parents = array (length = |x|)

2: predecs← φ

3: for i = 1 to |x| do

4: parents[i]← bps[Order[i]][predecs]

5: predecs← predecs ∪ {Order[i]}

6: end for

ɹ

ɹ
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ୈ 3ষ

ESSܾఆͷैདྷख๏

BDeuείΞΛ༻͍ΔϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏ଄ֶशʹ͓͍ͯɼϋΠύʔύϥϝʔ

λͷ ESSͷ஋Λઃఆ͢Δඞཁ͕͋ΔɽຊষͰ͸ɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏ଄ֶशʹ

͓͚Δ BDeuείΞͷ ESSͷ஋ͷܾఆͷैདྷख๏͍ͭͯड़΂Δɽ

3.1 ESSͷ஋Λݻఆֶͯ͠श

ESSͷ஋͸ࣄલ஌ࣝͷॏΈΛٖࣔ͢ࣅσʔλͳͷͰɼϢʔβʔ͕ࣗ༝ʹઃఆ͢Δ͜ͱ͕

Ͱ͖Δɽ·ͣɼESSͷ஋ΛϢʔβʔ͕ݻఆͷ஋ͱͯࣗ͠༝ʹઃఆ͠ɼߏ଄ֶशΛ͏ߦ৔߹

ʹ͍ͭͯड़΂Δɽ

Steck (2002) [4]͸ɼESSͷ஋Λݻఆͯ͠ BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δߏ଄Λ୳͢ࡧΔγ

ϛϡϨʔγϣϯΛ͍ߦɼESSͷ஋ͷมԽʹର͢Δֶश͞Εͨ DAGߏ଄ͷΤοδ਺ͷมԽ

ʹ͍ͭͯɼσʔλ਺͕େ͖͍৔߹Ͱ͋ͬͯ΋ɼֶश͞Εͨ΂ΠδΞϯωοτϫʔΫͷΤο

δ਺͕ɼESSͷ஋Λ 0ʹ͚͍ۙͮͯ͘ͱݮগ͠ɼESSͷ஋Λେ͖͘͢Δͱ૿͑Δͱ͍͏ੑ

࣭͕͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠ɽ

Ueno (2010) [5]͸ɼσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͍৔߹͸ BDeuείΞͷ ESSͷ஋͸ 1.0͕

దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ਺ֶతʹࣔͨ͠ɽ͔͠͠ͳ͕Βɼσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͘ͳ͍৔࠷

߹ʹ͸ɼESSͷ஋ͷઃఆ͕ߏ଄ֶशʹΑΓֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏ଄ʹରͯ͠େ͖ͳӨ

ఆͷ஋ͱͯ͠Ϣʔβʔ͕ઃఆ͢ΔͷͰ͸ͳ͘ɼσʔλݻʹΛ༩͍͑ͯΔͨΊɼESSͷ஋ڹ

ʹΑͬͯҟͳΔ࠷దͳ ESSͷ஋Λσʔλ͔Βܾఆ͢Δ͜ͱ͕ඞཁͱͳΔɽ
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3.2 ESSͷ஋ΛมԽͤͯ͞ BDeuείΞΛ࠷େԽ

Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007) [6]͸ɼESSͷ஋͕ BDeuείΞʹରͯ͠େ

͖ͳӨڹΛ༩͑Δ͜ͱΛࣔ͠ɼղܾख๏ͷҰͭͱͯ͠ ESSͷ஋Λ 1͔Β 100·Ͱ 1.0ͣ

ͭมԽͤ͞ͳ͕Β BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSΛ͚ͭݟΔͱ͍͏ݧܦϕΠζख๏Λఏ

Ҋͨ͠ɽΞϧΰϦζϜΛ Algorithm6ʹࣔ͢ɽ

Algorithm 6 BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSΛٻΊΔ
Input: D = {d1, d2, ..., dN} (x = (x1, x2, ..., xn))

Output: α

1: α = −1

2: max = 0

3: A = {1, 2, · · · , 100}

4: for α′ ∈ A do

5: if α = −1 or BDeu(D,α′) > max then

6: α← α′

7: max← BDeu(D,α′)

8: end if

9: end for

͜ͷख๏Ͱ͸ɼσʔλΛ΋ͱʹ BDeuείΞͷࢉܭΛ͍ߦɼBDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ

ESS ͷ஋ΛٻΊΔͨΊɼϢʔβʔ͕ࣄલʹ ESS ͷ஋Λઃఆ͢Δඞཁ͸ͳ͍ɽͦͷͨΊɼ

ֶशͷ݁Ռ͕Ϣʔβʔͷઃఆ͢Δ ESSͷ஋ʹґଘ͢Δͱ͍͏໰୊͸ղফ͞ΕΔɽ
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3.3 पล໬౓Λ࠷େԽ͢Δ ESSΛۙࢉܭࣅ

Steck (2008) [7]͸ɼपล໬౓Λ࠷େԽ͢Δ ESSΛۙࢉܭࣅΛ༻͍ͯղੳతʹٻΊΔܦ

ϕΠζख๏ΛఏҊͨ͠ɽSteckݧ (2008)ͷख๏Ͱ͸ɼESSͷ஋ͱ DAGߏ଄ͷߋ৽Λ܁Γ

ฦ͢ɽσʔλ D ʹରͯ͠ɼ࠷దͳ ESSͱ࠷దͳ DAGߏ଄ΛҎԼͷΑ͏ʹද͢ɽ

(α∗, G∗) = arg max
(α,G)

p(D | α, G) (3.1)

͜ͷͱ͖ɼDAGߏ଄ͱ ESSͷ࠷దԽΛҎԼͷΑ͏ʹ͑ߟΔɽ

1. G∗
k = arg max

G
p(D | α∗

k−1, G) ʢमਖ਼͞Εͨ ESSΛ༻͍ͯ DAGߏ଄Λ୳ࡧʣ

2. α∗
k = arg max

α
p(D | α, G∗

k) ʢमਖ਼͞Εͨ DAGߏ଄ʹΑΓ ESSΛ࠷దԽʣ

ɹ͔͠͠ͳ͕Βɼ༩͑ΒΕͨ DAGߏ଄͔Βपล໬౓ͷ࠷େԽʹΑͬͯ ESSͷ࠷దԽΛ͢

Δ͜ͱ͸೉͍ͨ͠ΊɼςετΤϥʔͷ࠷খԽʹΑΓ ESSͷ࠷దԽΛ͏ߦɽESSͷ࠷ద஋

α∗ ͷۙࣅΛಘΔͨΊɼೋͭͷۙࣅΛ༩͑Δɽ

άϥϑ Gͱ࠷໬ύϥϝʔλਪఆ஋ θ Λ༻͍ͨ෼෍ p̂(x | G)ͱਅͷ෼෍ p(x)ͷςετ

Τϥʔ͸ɼ

T [p(x), p̂(x | G)] = −
∑

x

p(x) log p̂(x | G) (3.2)

ͱදͤΔ͕ɼτϨʔχϯάΤϥʔ −Ep̂(x)[log p̂(x | G)]ͱϞσϧͷෳੑࡶͷϖφϧςΟ߲

ͰҎԼͷΑ͏ʹۙࣅͰ͖ΔɽAkaike (1973) [12]

T [p(x), p̂(x | G)] = −Ep̂(x)[log p̂(x | G)] +
deffG
N

+ O

(
1

N2

)
(3.3)

͜͜Ͱɼ

Ep̂(x)[log p̂(x | G)] =
∑

x

p̂(x) log p̂(x | G)

=
n∑

i=1

∑

xi

∑

πi

Nxi,πi

N
log

Nxi,πi

Nπi
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deffG =
n∑

i=1

[
∑

xi,πi

I(Nxi,πi)−
∑

πi

I(Nπi)

]

I(a) =

{
0 (a ≤ 0)

1 (a > 0)

ͱ͢Δɽ

ࣜ (3.2)ʹ͓͍ͯະ஌Ͱ͋ͬͨ pΛɼESSͷ࠷ద஋ α∗ Λ༻͍ͯҎԼͷΑ͏ʹۙࣅͰ͖

Δɽ

pxi,πi ≈ p̃xi,πi (3.4)

p̃xi,πi =
Nxi,πi + α∗ · qxi,πi

N + α∗

= p̂(xi,πi) +
α∗

N

(
qxi,πi −

Nxi,πi

N

)
+ O

((
α∗

N

)2
) (3.5)

͜ΕΛࣜ (3.2)ʹద༻͢ΔͱҎԼͷΑ͏ʹͳΔɽ

T [p(x), p̂(x | G)] ≈ −Ep̂(x)[log p̂(x | G)]

− α∗

N

∑

x

(
qx −

Nx

N

)
log p̂(x | G) + O

((
α∗

N

)2
)

(3.6)

Ҏ্ͷۙࣅΛ༻͍ͯɼESSͷ࠷ద஋ α∗ ͸ࣜ (3.7)ͷΑ͏ʹදͤΔɽ

α∗ ≈ deffG
Ep̂(x)[log p̂(x | G)]− Eq(x)[log p̂(x | G)]

+ O

(
α∗2

N

)
(3.7)

Ҏ্ͷΑ͏ʹͯ͠ɼESSͷ࠷ద஋ α∗ ΛٻΊɼͦΕΛ΋ͱʹωοτϫʔΫߏ଄Λ୳͢ࡧΔ

͜ͱΛ ESSͷ஋͕ऩଋ͢Δ·Ͱ܁Γฦ͢ɽ͜ͷख๏Λ༻͍Δ͜ͱͰ Silander, Kontakanen

and Myllymäki (2007) ͷݧܦϕΠζख๏ͱಉ౳ͷֶशਫ਼౓Λอͭ ESSΛɼΑΓߴ଎ʹٻ

ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ

22



ୈ 4ষ

ैདྷख๏Λ༻͍ͨධՁ࣮ݧ

ຊষͰ͸ɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏ଄ֶशʹ͓͍ͯɼUeno (2010) [5]ʹ͓͍ͯɼ਺

ֶతʹࣔ͞Ε͍ͯΔσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͍৔߹ʹɼBDeuείΞͷϋΠύʔύϥϝʔλ

ͷ ESSͷ஋ͷ࠷ద஋͕ 1.0Ͱ͋Δ͜ͱΛɼ࣮ݧʹΑΓ֬ೝ͢Δɽ·ͨɼୈ 3ষͷ Silander,

Kontakanen and Myllymäki (2007) ͷख๏΍ Steck (2008) ͷख๏Λ༻͍Δ͜ͱʹΑΓɼֶ

शͷ݁Ռ͕Ϣʔβʔͷઃఆ͢Δ ESSͷ஋ʹґଘ͢Δͱ͍͏໰୊͸ղফ͞Ε͕ͨɼ͜ΕΒ

ͷख๏͸ BDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋͕༧ଌਫ਼౓Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋Ͱ͋Δͱ

͍͏Ծఆͷ΋ͱʹ༻͍ΒΕ͍ͯΔɽͦͷͨΊɼୈ 3ষͷ֤ख๏Λ༻͍ͨ ESSͷ஋ͷܾఆɼ

ͼͦͷٴ ESSͷ஋Λ༻͍ͨߏ଄ֶशͷධՁ࣮ݧͷ݁ՌΛ෼ੳ͢Δɽ

4.1 ͷखॱ̍ݧ࣮

·ͣɼ͍͔ͭ͘ͷϕΠδΞϯωοτϫʔΫʹରͯ͠ɼESSͷ஋ͷ࠷ద஋ΛٻΊɼUeno

(2010)ʹΑΓ਺ֶతʹࣔ͞Ε͍ͯͨσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͍৔߹ʹ BDeuͷ ESSͷ஋͸

ωοτϫʔΫΛ͍ͨ༺ʹݧճͷ࣮ࠓΑΓ֬ೝ͢ΔɽʹݧదͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ࣮࠷1.0͕

ਤ 4.1ʙ4.9ʹࣔ͢ɽ࣮̍ݧͷखॱ͸ҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ

1. ਤ 4.1ʙ4.9ͷωοτϫʔΫ͔Β 100, 200, · · · , 1000, 2000, · · · , 10000, 20000, 50000,

100000, ͷαϯϓϧΛੜ੒͢Δɽݸ200000

2. ESSͷ஋Λ {0.1, 0.5, 1, 2, · · · , 20}ͷͦΕͧΕͱͯ͠ɼखॱ 1Ͱੜ੒͞Εͨαϯϓ

ϧ͔Βߏ଄ֶशΛ͏ߦɽ
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3. खॱ 1, 2Λ 100ճ܁Γฦ͠͏ߦɽ

ਤ 4.1: ωοτϫʔΫ Strongly skewed distribution

ਤ 4.2: ωοτϫʔΫ Skewed distribution

ਤ 4.3: ωοτϫʔΫ Combined skewed and uniform distribution

ESS ͷ஋ʹΑΔֶशਫ਼౓ͷมԽΛଌΔͨΊɼ֤ ESS ͷ஋Ͱ 100 ճͷߦࢼͰֶश͞Εͨ

ωοτϫʔΫߏ଄ͱਅͷωοτϫʔΫߏ଄ͱͷ SHDͷฏۉ஋ͱ 100ճͷߦࢼͷ͏ͪਅͷ

ωοτϫʔΫߏ଄Λֶशͨ͠ճ਺ʢSHD ͷ஋͕ 0 ͱͳͬͨճ਺ʣΛͨ͠ࢉܭɽ͜͜Ͱɼ
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ਤ 4.4: ωοτϫʔΫ Uniform distribution

ਤ 4.5: ωοτϫʔΫ Strongly uniform distribution

ਤ 4.6: ωοτϫʔΫ cancer
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ਤ 4.7: ωοτϫʔΫ earthquake

ਤ 4.8: ωοτϫʔΫ asia

Structural Hamming DistanceʢSHDʣͱ͸ Tsamardinos, Brown and Aliferis (2006) [13]Ͱ

ड़΂ΒΕ͍ͯΔೋͭͷωοτϫʔΫߏ଄ͷลͷ༗ແ΍͖޲ͷޡΓͷݸ਺Λද͢஋Ͱ͋Δɽ

ͨͩ͠ɼσʔλ਺͕গͳ͍৔߹ʹ SHD ͷฏۉ஋Λ࠷খʹ͢Δ ESS ͷ஋͸ɼਅͷωοτ

ϫʔΫߏ଄ͷม਺਺ͱΤοδ਺ʹґଘͯ͠͠·͏Մೳੑ͕͋ΔͨΊɼਅͷ઴ۙҰகੑΛ֬

ೝͰ͖ΔΑ͏ਅͷωοτϫʔΫߏ଄Λֶशͨ͠ճ਺ʹ͍ͭͯ΋ௐ΂Δ͜ͱʹͨ͠ɽ
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ਤ 4.9: ωοτϫʔΫ survey

4.2 ࡯ߟͷ݁Ռͱ̍ݧ࣮

݁Ռͱͯ͠ɼֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ͱਅͷωοτϫʔΫߏ଄ͱͷ SHDͷฏۉ஋

ͱ 100ճͷߦࢼͷ͏ͪਅͷωοτϫʔΫߏ଄Λֶशͨ͠ճ਺ʢSHDͷ஋͕ 0ͱͳͬͨճ

਺ʣΛද 4.1ʙ4.9ʹࣔ͢ɽ֤ද͸ωοτϫʔΫߏ଄ຖʹॎ࣠ʹσʔλ਺ɼԣ࣠ʹ ESSͷ

஋Λද͢ɽ֤ωοτϫʔΫߏ଄ɼσʔλ਺ʹ͓͍ͯ SHDͷ஋Λ࠷΋খ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ

͖͍ͯΔ෦෼͕੨৭Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔɽ

֤ωοτϫʔΫʹ͓͍ͯɼσʔλ਺͕গͳ͍৔߹ͷ࠷దͳ ESSͷ஋͸ɼ֬཰ߏ଄͕Ұ

༷ʹ͍ۙωοτϫʔΫͰ͸ɼେ͖͍஋ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜Ε͸ɼ֬཰ߏ଄͕Ұ༷ʹ

͍ۙωοτϫʔΫͰ͸গͳ͍σʔλ͔ΒͷֶशͰ DAG ଄ʹΤοδ͕͖ͭʹ͍ͨ͘Ίɼߏ

Steck (2002) [4]ʹࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼDAGߏ଄ͷΤοδ਺͕૿Ճ͢Δ޲܏ͷ͋Δେ͖

͍ ESSͷ஋͕ਅͷωοτϫʔΫߏ଄Λֶश͢Δʹ͸ྑ͍஋ͱͳͬͨͨΊͰ͋Δͱ͑ߟΔ

͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ҰํͰɼ֬཰ߏ଄ͷ࿪౓ͷઈର஋͕େ͖͍ωοτϫʔΫͰ͸ɼσʔλ਺ͷগͳ͍৔߹ͷ
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ESSͷ࠷ద஋͸খ͍͞஋ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɽ͜Ε͸ɼ֬཰ߏ଄ͷ࿪౓ͷઈର஋͕େ͖͍

ωοτϫʔΫͰ͸ɼσʔλ਺ͷগͳ͍৔߹Ͱ͋ͬͯ΋ DAGߏ଄ʹΤοδ͕͖ͭ΍͘͢ͳ

ΔͨΊɼDAGߏ଄ͷΤοδ਺͕૿Ճ͠ա͗ͳ͍޲܏ͷ͋Δখ͍͞ ESSͷ஋͕ਅͷωοτ

ϫʔΫߏ଄Λֶश͢Δʹ͸ྑ͍஋ͱͳͬͨͨΊͰ͋Δͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

·ͨɼσʔλ਺͕গͳ͍৔߹ʹ͸ɼDAGߏ଄ͷΤοδ͕૿͑ʹ͍ͨ͘ΊɼDAGߏ଄ͷ

Τοδ਺͕૿Ճ͢Δ޲܏ͷ͋Δେ͖͍ ESS ͷ஋͕ਅͷߏ଄ʹ͍ۙ DAG ଄ΛֶशͰ͖ߏ

͍ͯΔ͜ͱ͕֬ೝͰ͖ͨɽ

Ueno (2010)ʹ਺ֶతʹࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͍৔߹ʹ BDeuͷ

ESSͷ஋͸ ద஋࠷దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ࣮ূతʹ֬ೝ͔͕ͨͬͨ͠ɼESSͷ஋ͷ࠷1.0͕

͕ 1.0ʹ઴ۙతʹऩଋ͢Δ͜ͱ͸ຊ࣮ݧͷ݁Ռ͔Β͸ಡΈऔΕͳ͔ͬͨɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ

ESSΛ 1.0ʹͨ͠৔߹ͷ SHD͸σʔλ਺͕େ͖͍৔߹ʹখ͍͞஋ͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱ͸֬

ೝͰ͖ͨɽ
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4.3 ͷखॱ̎ݧ࣮

ɼୈʹ࣍ 3ষʹࣔͨ͠ैདྷख๏ʹ͍ͭͯɼߏ଄ֶशͷ݁ՌΛௐ΂ΔͨΊɼESSͷਪఆ͓

Αͼߏ଄ֶशΛ͍ߦɼ࣮ݧʹ͸ਤ 4.1ʙ4.9 ͷωοτϫʔΫΛ༻͍ͨɽ࣮̎ݧͷखॱ͸Ҏ

Լͷ௨ΓͰ͋Δɽ

1. ਤ 4.1ʙ4.5 ͷωοτϫʔΫ͔Β 100, 200, · · · , 1000 ͷαϯϓϧΛੜ੒͠ɼਤݸ

4.6ʙ4.9ͷωοτϫʔΫ͔Β 1000, 2000, · · · , ͷαϯϓϧΛੜ੒͢Δɽݸ10000

2. ද 4.10ʹ֤ࣔ͢ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷ஋Λ༻͍ͯɼखॱ 1Ͱੜ੒͞Εͨαϯϓϧ

͔Βߏ଄ֶशΛ͏ߦɽ

3. खॱ 1, 2Λ 100ճ܁Γฦ͠͏ߦɽ

ϥϕϧ ख๏

1.0 1.0ͱ͢Δʢα = 1ʣ

Steck Steck (2008) [7]ͷख๏

Silander Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007) [6]ͷख๏

ద஋࠷ ͍͓ͯʹ̍ݧ࣮ SHDͷฏۉ஋ͷ࠷খ஋Λ༩͑ͨ ESS

ද 4.10: ͷ̎ݧ࣮ ESSͷ஋ͷܾఆํ๏

֤ख๏ͷߏ଄ֶशͷ݁ՌΛൺֱ͢ΔͨΊɼ100ճͷߦࢼͷ֤ख๏Ͱֶश͞Εͨωοτϫʔ

Ϋߏ଄ͱਅͷωοτϫʔΫߏ଄ͱͷ SHDͷฏۉ஋ͱɼ֤ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷ஋ͱ࠷ద

ͳ ESSͷ஋ͷઈରࠩͷฏۉ஋ͷࢉܭΛͨͬߦɽ͜͜Ͱɼ࠷దͳ ESSͷ஋ͱ͸ SHDͷ஋

Λ࠷খԽ͢Δ ESSͷ஋ͱͯ͠ࢉܭΛͨͬߦɽ
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4.4 ࡯ߟͷ݁Ռͱ̎ݧ࣮

݁Ռͱͯ͠ɼ֤ख๏Ͱֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ͱਅͷωοτϫʔΫߏ଄ͱͷ SHD

ͷฏۉ஋ͱɼ֤ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷ஋ͱ࠷దͳ ESSͷ஋ͷઈରࠩͷฏۉ஋Λද 4.11ɼ

4.12ʹࣔ͢ɽ֤ද͸ωοτϫʔΫߏ଄ຖʹॎ࣠ʹσʔλ਺ɼԣ࣠ʹද 4.10ʹࣔ͢ख๏Λ

ද͢ɽ࠷ద஋Λ༻͍ͨ৔߹Λআ͍֤ͯωοτϫʔΫߏ଄ɼσʔλ਺ʹ͓͍ͯ SHDͷ஋Λ

΋খ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔ෦෼͕੨৭Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔɽ࠷

Steck (2008) [7] ͷपล໬౓ͷ࠷େԽͷۙࢉܭࣅΛ༻͍Δख๏Ͱ͸ ESS ͷ஋Λେ͖

ΊʹٻΊΒΕΔੑ࣭͕͋ΔͨΊɼಛʹ֬཰ύϥϝʔλͷҰ༷ੑ͕͍ߴ Strongly uniform

distribution΍ surveyʹର͢ΔֶशͰ͸ྑ͍ωοτϫʔΫߏ଄Λ୳͢ࡧΔ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯ

Δ͜ͱ͕֬ೝͰ͖ͨɽ

·ͨɼ͜Ε·ͰҰൠతʹ༻͍ΒΕ͖ͯͨ Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007)ͷ

ϕΠζख๏ʹΑΔݧܦ BDeuͷ࠷େԽΛ༻͍ͨ ESSͷܾఆ๏͸ɼฏۉతʹ͸ද 4.10ʹࣔ

̏ͭ͢ͷैདྷख๏ͷதͰ࠷΋ྑ͍݁ՌΛಘΒΕ͕ͨɼ࣮̍ݧͰ SHDͷฏۉ஋ͷ࠷খ஋Λ

༩͑ͨ࠷ద஋Λ༻͍ͨ৔߹ΑΓ SHDͷฏۉ஋͕େ͖͘ͳ͍ͬͯΔɽͭ·ΓɼESSͷ࠷ద

஋ΛٻΊΔ͜ͱ͸Ͱ͖͍ͯͳ͍͜ͱ͕࣮ূతʹࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ
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!" #" $%&'( )* +,- .(/01 .234'5/6 !" #" $%&'( )* +,- .(/01 .234'5/6

+-- 7,89 :,8: :,7: :,+; :,:7 :,+8 7,<- 7,<9 7,-= :,+- :,<+ :,>= 7,<: 7,++ -,;-

7-- +,89 7,=: 7,++ +,;+ +,=8 +,>8 +,+8 +,-9 +,:8 +,88 7,<: 7,8+ +,<- +,7- -,8+

:-- -,;> +,>+ +,7: +,+; -,=> -,9: -,>9 -,<+ -,=- -,87 +,<8 +,>> -,97 -,>7 -,:+

<-- -,<8 -,>: -,9- -,9> -,:= -,:; -,>- -,:: -,<+ -,>7 +,++ +,8+ -,7- -,+8 -,:+

>-- -,:- -,:< -,<9 -,<; -,+> -,+: -,+> -,+: -,<= -,97 +,7+ +,<8 -,7= -,7< -,7=

9-- -,7; -,>+ -,=- -,=< -,7+ -,7< -,:= -,7- -,=7 +,:< +,87 7,<; -,99 -,>; -,>7

=-- -,:: -,<7 -,<; -,>< -,:< -,79 -,:+ -,7> -,9> +,-> +,>; +,>8 -,>: -,<= -,<=

8-- -,7= -,:; -,>- -,<8 -,+; -,7+ -,:: -,+; -,8- +,79 +,;: 7,+; -,97 -,>8 -,9<

;-- -,7< -,>9 -,98 -,98 -,:: -,<7 -,7: -,:- -,9< +,77 +,=9 +,>: -,9= -,9< -,>7

+--- -,+; -,<+ -,9+ -,9> -,:- -,78 -,7< -,+8 -,>< -,;8 +,<8 7,77 -,>- -,<9 -,<+

!! -,=8 +,+7 +,-9 +,-> -,== -,=: -,9: -,>> -,8< +,78 +,87 7,+7 -,=; -,=- -,>+

+-- 7,>: 7,>8 7,99 7,9= 7,>+ 7,9- 7,7: 7,:8 :,+= 7,:= :,:7 :,=; 7,7< +,8; +,<=

7-- +,8= +,;7 +,9> +,9= 7,++ +,8+ +,9; +,<; 7,=> 7,:> 7,8- :,79 7,>7 +,8; +,9-

:-- -,8+ -,8= -,97 -,97 +,-= -,=9 -,=; -,9> -,8> +,-> -,9- -,8> +,7< -,=> -,9<

<-- -,>- -,>- -,<> -,<8 -,>9 -,<: -,<: -,<+ -,<8 -,9: -,<9 -,9+ -,<> -,7= -,7:

>-- -,+9 -,7: -,78 -,7> -,+< -,7- -,7+ -,+7 -,+7 -,:7 -,>7 -,>- -,-+ -,-9 -,-=

9-- -,+: -,+> -,+8 -,+8 -,++ -,++ -,+< -,-8 -,+; -,:8 -,>8 -,>+ -,-+ -,-> -,-7

=-- -,-9 -,-8 -,+; -,+; -,-9 -,-8 -,-8 -,-9 -,+8 -,<> -,9> -,9- -,-- -,-: -,-9

8-- -,-> -,-> -,-8 -,-8 -,-: -,-: -,-: -,-: -,+9 -,:= -,:: -,7: -,-- -,-- -,--

;-- -,-- -,-- -,-- -,-+ -,-- -,-- -,-- -,-- -,+- -,:= -,:7 -,77 -,-- -,-- -,--

+--- -,-; -,+7 -,++ -,+< -,-: -,-; -,-= -,-: -,:> -,>8 -,>< -,>+ -,-- -,+- -,-7

!! -,97 -,9> -,97 -,9: -,99 -,9+ -,>= -,>: -,8: -,8; +,-+ +,++ -,9> -,>- -,<+

+-- 7,8+ 7,=: 7,;; :,-- 7,>- 7,=7 7,=- 7,>- +,87 -,;8 :,-= :,7- -,>> -,9: -,9<

7-- 7,77 7,:= 7,9: 7,9: 7,7- 7,:: 7,:7 7,-; +,+< -,;< :,-< :,7; -,:: -,9: -,>8

:-- 7,+9 7,:+ 7,:8 7,<7 7,7- 7,:+ 7,78 7,-> -,<9 -,;7 +,=> 7,:- -,<7 -,9+ -,>:

<-- 7,+8 7,7; 7,:; 7,<> 7,+9 7,7: 7,79 7,-; -,>= -,>8 +,>: 7,-7 -,+8 -,:+ -,7;

>-- 7,+= 7,7+ 7,77 7,7; 7,+= 7,+; 7,+; 7,-8 -,=> -,9; -,8; +,<- -,77 -,:< -,:+

9-- 7,77 7,7< 7,79 7,7= 7,+9 7,7+ 7,+; 7,++ -,>+ -,>= +,-; +,7= -,7< -,78 -,7:

=-- 7,7+ 7,7> 7,:+ 7,:+ 7,+< 7,+8 7,7: 7,+7 -,;+ -,;7 +,7; +,<> -,<= -,<: -,><

8-- 7,+< 7,+= 7,+; 7,+; 7,+< 7,+9 7,+= 7,++ -,8: -,;< -,87 -,;> -,9= -,>< -,><

;-- 7,+7 7,77 7,+= 7,+9 7,7+ 7,7: 7,77 7,+< -,>7 +,7- -,=9 -,87 -,;; -,=8 -,9-

+--- 7,+9 7,+8 7,+< 7,+< 7,+8 7,+> 7,+= 7,++ +,7+ +,<7 -,;+ -,89 +,+7 -,8- -,8=

!! 7,7< 7,:- 7,:= 7,:; 7,7+ 7,7= 7,7= 7,+< -,8= -,;7 +,>+ +,=9 -,>7 -,>: -,>+

+-- 7,;: 7,;; :,+> :,+: 7,>> 7,;> 7,== 7,>> +,== 7,-8 >,+: >,>8 -,;8 7,+7 +,-;

7-- 7,+; 7,== 7,=9 7,=9 7,+> 7,=> 7,:9 7,+7 7,-: :,-+ <,+8 <,;7 +,>< 7,;; 7,+7

:-- 7,-9 7,-= 7,-- +,;9 7,+: 7,-< 7,-- +,;9 7,>; 7,+9 7,98 :,=+ 7,+> 7,:8 +,;;

<-- +,== +,=- +,== +,== 7,-= +,=+ +,=8 +,99 7,>> 7,:9 7,89 <,7= 7,7; 7,8- +,><

>-- +,>; +,=+ +,=7 +,=7 +,;< +,9= +,<> +,>8 +,<: 7,-: :,-8 :,== +,++ 7,8: -,8+

9-- +,9< +,<; +,<+ +,<+ +,8; +,<> +,<> +,:= +,>- +,+; +,7: +,87 +,:9 +,88 -,8<

=-- +,:- +,7: +,7: +,78 +,9: +,77 +,+8 +,7- -,8< -,;9 +,7- +,:; -,>= +,<+ -,><

8-- -,;< -,;7 -,;7 -,;: +,-; -,;: -,8: -,8; -,<- -,:; -,>7 +,-8 -,7> -,== -,+-

;-- -,;7 -,89 -,8= -,8= +,-7 -,8> -,=9 -,8- -,77 -,7= -,:= -,<> -,7+ -,79 -,-:

+--- -,=7 -,8- -,=8 -,=8 -,=+ -,=8 -,=9 -,9= -,>: -,;+ +,-+ -,;- -,:= -,>8 -,:<

!! +,9+ +,9> +,99 +,99 +,=7 +,9< +,>: +,<8 +,:; +,>< 7,7: 7,=; +,-8 +,8- -,;<

+-- <,>9 <,-; <,-: <,-: <,<; :,;; <,<7 :,;9 <,:9 7,;+ :,+= :,:7 <,:; :,+9 :,+:

7-- :,;9 :,+- :,++ :,+9 :,8+ :,+= :,98 :,+- :,8- +,-8 +,+< +,:7 <,-+ +,:9 :,-=

:-- :,7= 7,9: 7,9: 7,97 7,;: 7,9- 7,=> 7,<= 7,:7 +,8; +,89 +,;: 7,7> 7,:- +,7;

<-- 7,8; 7,:: 7,:= 7,:9 7,>= 7,:> 7,<9 7,79 7,:+ +,<+ +,>8 +,8> +,;+ 7,-7 +,<7

>-- 7,>: 7,:> 7,:< 7,:9 7,7; 7,<+ 7,+; 7,+> +,-8 +,:: +,:: +,>> -,87 7,+: -,>:

9-- 7,<> 7,77 7,7= 7,7; 7,+- 7,:+ 7,++ 7,+- -,88 +,+9 +,>= 7,-: -,>7 7,:; -,>>

=-- 7,7- 7,:> 7,:> 7,:; 7,+7 7,<7 7,79 7,++ -,;: 7,+< 7,7+ 7,;7 -,>8 :,7; -,>:

8-- 7,-8 7,+9 7,+: 7,+: 7,-8 7,+9 7,+= 7,-9 +,+> +,>7 +,;: 7,-; -,;8 7,>; +,77

;-- 7,+7 7,:9 7,<: 7,<8 7,-7 7,>- 7,+9 7,-7 -,8< 7,77 7,>: :,+8 -,>; :,>= -,=:

+--- 7,-: 7,7= 7,7: 7,7> 7,+- 7,7: 7,-> 7,-< +,=: 7,-: 7,7; 7,99 +,:9 :,>- -,8;

!! 7,8+ 7,>; 7,>; 7,9+ 7,9> 7,9+ 7,9: 7,<: +,;< +,== +,;9 7,78 +,=< 7,9: +,:<

!
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ද 4.11: ɼ̏ͷ݁Ռʢਤ̎ݧ࣮ 4.1ʙ4.5ͷωοτϫʔΫʣ
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!" #" $%&'( )* +,- .(/01 .234'5/6 !" #" $%&'( )* +,- .(/01 .234'5/6

+--- 7,89 7,:; 8,;: 8,9< 7,89 7,87 7,9; 7,+= +,=; 7,7- 9,=; <,+7 +,97 +,;7 +,=>

7--- +,>: 7,7+ 7,8: 7,:7 +,>8 +,>; +,>- +,=7 7,9: 8,;; ;,9; 9,;; 7,>- 7,=> +,=-

8--- +,>7 7,-9 7,-> 7,+; 7,-9 7,+8 +,=+ +,;: 8,7+ :,-: :,-9 :,=- 8,:+ 8,8+ +,=>

:--- +,8> +,;< +,>8 +,>9 +,7> +,79 +,98 +,7> 7,:- 8,+< :,:> ;,78 7,;+ 7,:; +,;9

;--- +,+< +,8= 7,-8 7,-: +,+9 +,+9 +,-= +,-7 7,++ 7,>+ :,+> :,;9 7,7: 7,+= +,79

9--- +,+9 +,78 +,99 +,97 +,+9 +,+: +,++ +,+7 7,=> 8,9- 7,>: 8,;8 7,>< 7,>7 +,;<

=--- +,8= +,:= +,=; +,=< +,7: +,79 +,88 +,7: 8,;= :,8< 8,:7 8,<< 8,=+ 8,98 +,>9

<--- +,78 +,8- +,88 +,8= +,+8 +,+8 +,-> +,-; 8,=: :,:; 7,<8 8,-> 8,<- 8,=+ +,<;

>--- -,>; +,-= +,+: +,+8 -,>: -,>; -,<> -,<; 7,;8 8,7; 7,;- 7,97 7,9+ 7,;8 +,+:

+---- -,=- -,<7 +,-9 +,-9 -,9: -,99 -,;9 -,:> +,=9 7,8< 7,8+ 7,;= +,=: +,9> +,-=

!! +,:7 +,;9 +,<> +,>7 +,8> +,:- +,8> +,7; 7,9; 8,8> 8,>+ :,:> 7,=; 7,9= +,;=

+--- 8,7: 7,<> 7,=7 7,=8 8,-= 7,<> 7,<> 7,<8 -,99 -,:- -,=- -,<- -,8+ -,7- -,+<

7--- 8,7+ 7,9> 7,;> 7,9- 8,-7 7,<9 7,=9 7,9: +,-+ -,=+ -,:= -,;+ -,99 -,;+ -,;-

8--- 7,8+ +,<8 +,;7 +,:+ 7,++ +,=; +,98 +,;; +,-7 -,=< -,8+ -,7: -,<- -,9; -,9-

:--- 7,8+ +,>7 +,;8 +,:> 7,:: 7,-+ +,<- +,8: -,>7 -,;< -,7; -,7= -,=> -,;= -,::

;--- 7,-9 +,79 +,-8 +,-- +,97 +,:- +,8- +,-; -,>= -,:+ -,+9 -,+: -,=7 -,9+ -,;<

9--- +,8; -,=8 -,;: -,;= +,++ -,>+ -,=8 -,;- -,9= -,;7 -,8+ -,9; -,:: -,88 -,79

=--- +,8< -,:; -,8> -,89 -,>> -,=+ -,;< -,8+ -,9< -,79 -,78 -,+> -,;- -,8> -,7>

<--- +,-> -,;; -,;: -,;: -,=- -,;= -,;+ -,:9 -,:: -,7+ -,7+ -,-> -,79 -,7+ -,+<

>--- -,<= -,:7 -,8+ -,8+ -,;: -,;- -,89 -,89 -,:= -,7= -,+> -,+; -,7< -,77 -,+8

+---- -,88 -,+: -,+= -,+: -,77 -,77 -,+: -,++ -,8- -,77 -,77 -,-= -,+7 -,-> -,-;

!! +,<7 +,7> +,+8 +,+7 +,;< +,8< +,7= +,+7 -,=+ -,:: -,8- -,8+ -,:> -,8< -,87

+--- +,88 +,87 +,:= +,98 +,+; +,+9 +,-< +,-: +,-; +,8< +,:< 7,;: -,<= -,<9 -,;:

7--- -,8> -,89 -,9< -,<7 -,8= -,:- -,8: -,89 -,;; +,+9 +,7< +,=+ -,=+ -,=+ -,:=

8--- -,8+ -,77 -,:: -,:8 -,+9 -,78 -,+9 -,+9 -,89 -,<; -,>< +,9: -,:7 -,:8 -,8;

:--- -,7< -,7- -,7; -,8: -,+= -,+= -,++ -,-= -,8: -,=8 -,<: +,9+ -,88 -,88 -,87

;--- -,+> -,7= -,8> -,:= -,-9 -,++ -,-= -,-9 -,;9 -,<8 +,89 7,-< -,:7 -,:7 -,8>

9--- -,++ -,9= -,9; -,== -,;; -,;; -,+9 -,+9 -,7: -,9- -,9- -,>< -,+> -,7+ -,+8

=--- -,8< +,;7 +,;+ +,;; +,8; +,:- -,=- -,+< -,8= +,78 +,;+ +,<< -,=+ -,== -,:>

<--- -,:- -,<+ -,<7 +,-9 -,<8 -,<8 -,9+ -,79 -,8: -,9= +,-- 7,+7 -,78 -,79 -,+8

>--- -,99 -,9+ -,97 -,=: -,=- -,=- -,=- -,7+ -,:+ -,=> -,<+ +,+> -,:- -,:+ -,8+

+---- -,:< -,97 -,99 -,<+ -,97 -,97 -,97 -,+9 -,77 -,<9 -,>+ +,8= -,:; -,:9 -,8:

!! -,:; -,99 -,=; -,<9 -,9- -,97 -,:9 -,7= -,:: -,>+ +,-< +,=+ -,:= -,:> -,8;

+--- ;,>> ;,>< ;,>> 9,-- ;,>> 9,-7 9,-- ;,>+ +,7> -,=; +,:7 +,:> +,+< -,>9 +,-+

7--- 9,-+ ;,>8 ;,<< ;,<> 9,-8 9,-+ 9,-; ;,<9 -,<: -,8= -,8- -,8+ -,;: -,89 -,=8

8--- ;,>= ;,=- ;,:- ;,:- 9,-- ;,<: ;,>9 ;,8= 7,-: -,>< -,++ -,++ 7,+= +,:; -,<:

:--- ;,<8 ;,7; :,=+ :,=+ ;,<7 ;,;8 ;,=> :,<+ 7,<+ +,78 -,7= -,7= 7,>8 +,<+ +,;<

;--- ;,<+ :,>7 :,;+ :,;+ ;,=7 ;,8- ;,=7 :,8< 7,>< +,8+ -,8; -,8; 7,>= +,<8 +,9+

9--- ;,:< :,;7 8,98 8,9: ;,99 :,>= ;,:7 8,:; 8,9; 7,+- -,++ -,++ :,:+ 7,=+ 7,77

=--- ;,-= :,+- 8,7: 8,7: ;,8: :,8> :,=+ 8,+9 :,:> 7,-: -,7; -,7; :,<+ 7,<9 7,+9

<--- :,97 8,=8 8,-- 8,-- :,;8 8,=> :,;< 7,98 8,;> +,=8 -,8; -,:- 8,<- 7,-< 7,+-

>--- :,;> 8,9< 7,;8 7,;8 :,=9 8,;: :,+9 7,88 8,>- 7,<< -,8> -,8> :,>8 7,9= 7,79

+---- :,-: 8,-+ 7,+9 7,+9 :,+9 7,<< 8,=8 +,=8 8,78 +,>; -,7- -,7- 8,<7 +,9; +,>8

!! ;,8: :,9< :,++ :,++ ;,:- :,<8 ;,7+ 8,>9 7,<< +,;8 -,8= -,8> 8,+; +,<: +,9:
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ୈ 5ষ

ESSܾఆͷఏҊख๏

ୈ 4 ষͷධՁ࣮ݧΑΓɼBDeu είΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS ͷ஋͕༧ଌਫ਼౓Λ࠷େԽ͢Δ

ͱ͸ݶΒͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞ΕͨɽͦͷͨΊɼBDeu είΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS ͷ஋Ͱ͸ͳ

͘ɼ༧ଌਫ਼౓Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋ΛٻΊΔඞཁ͕͋Δɽ

Ueno (2010) [5]͸ɼσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͍৔߹͸ BDeuείΞͷ ESSͷ஋͸ 1.0͕

େԽ࠷దͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ͕ࣔͨ͠ɼσʔλ਺͕े෼ʹେ͖͘ͳ͍৔߹ʹ༧ଌਫ਼౓Λ࠷

͢Δ ESSͷ஋ΛٻΊΔख๏͸Θ͔͍ͬͯͳ͍ɽ

ͦͷͨΊຊڀݚͰ͸ɼBDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS͸༧ଌਫ਼౓Λ࠷దԽ͢Δ ESSͷ

஋ͱҟͳΔ͜ͱ͔Βɼ਺ֶతͳ࠷దԽ͸ࠔ೉Ͱ͋Δͱ͑ߟɼݧܦతʹަࠩূݕΛ༻͍ͯ༧

ଌਫ਼౓Λ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋ΛٻΊΔ͜ͱΛͨ͑ߟɽ

ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏ଄ֶशʹ͓͚ΔަࠩূݕΛ༻͍ͨ ESSͷܾఆ๏Ͱ͸ɼτ

Ϩʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄͕ͲΕ΄Ͳద੾ͳߏ଄Ͱ͋Δ͔ΛଌΔ

͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δɽ

Ueno (2008) [9]Ͱ͸ɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄Λਅͷωο

τϫʔΫߏ଄ͱൺֱͯ͠ޡΓͷݸ਺Λ࠷খԽ͢Δ ESSͷ஋Λબ୒͢Δख๏͕ఏҊ͞Εͯ

͍Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼ࣮ݱʹ͸ਅͷωοτϫʔΫߏ଄͸ະ஌Ͱ͋ΔͨΊਅͷωοτϫʔΫ

଄ͱൺֱ͢Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͳ͍ɽߏ

·ͨɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ͱςετσʔλ͔Βֶश

͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄Λൺֱͯ͠ɼޡΓͷݸ਺Λ࠷খԽ͢Δ ESSͷ஋Λબ୒͢Δख๏

΋͑ߟΒΕΔ͕ɼUeno (2010) [5]Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼESSͷ஋Λେ͖͍ͯ͘͘͠ͱɼ
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ֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏ଄͸઴ۙతʹ׬શάϥϑʹ͖ۙͮɼESS ͷ஋Λখ͍ͯ͘͞͠

͘ͱɼֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏ଄͸઴ۙతʹۭάϥϑʹۙͮͨ͘Ίɼ͜ͷΑ͏ͳަࠩݕ

ূʹΑΓܾఆ͢Δ ESSͷ஋Ͱ͸ɼਅͷߏ଄Λֶश͢Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞Εͯ

͍Δɽ

ͦ͜ͰɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄͕ͲΕ΄Ͳద੾ͳߏ଄Ͱ

͋Δ͔Λςετσʔλʹର͢Δ༧ଌਫ਼౓ͱͯ͑͠ߟɼAlgorithm7ʹࣔ͢ަࠩূݕʹΑΓɼ

దͳ࠷ ESSͷ஋ΛٻΊΔ͜ͱΛఏҊ͢Δɽ͜͜ͰɼN ͸σʔλ਺ɼK ͸ަࠩূݕͷ෼ׂ

਺ɼA͸ ESSͷީิू߹ɼDtrain
t ͸τϨʔχϯάσʔλɼDtest

t ͸ςετσʔλΛද͢ɽ

τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ͷςετσʔλʹର͢Δ༧ଌਫ਼౓

ΛଌΔࢦඪʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣͱͯ͠͸ɼҎԼʹ࢛ࣔͭ͢ͷࢦඪΛఏҊ͢Δɽ

Algorithm 7 K-෼ׂަࠩূݕʹΑΔ ESSͷ࠷దԽ
Input: D = {d1, d2, ..., dN} (x = (x1, x2, ..., xn)), A, K

Output: α

1: partition D into D1, · · · , DK (|D1| = · · · = |DK | = N

K
, Di ∩Dj = φ (i ̸= j))

2: for α′ ∈ A do

3: for t = 1 to K do

4: Dtrain
t ← D \Dt, Dtest

t ← Dt

5: Gα′

t ← Learn the structure from (Dtrain
t ,α′)

6: end for

7: end for

8: α← arg max
α′∈A

K∑

t=1

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )
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5.1 ৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘ใྔΛ༻͍Δ

·ͣɼҰͭ໨ͷख๏ͱͯ͠͸ɼ৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘ใྔΛ༻͍Δख๏Λͨ͑ߟɽ

৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘ใྔ͸ɼೋͭͷ֬཰෼෍ͷࠩҟΛද͢ࢦඪͰɼ෼෍ٖؒڑ཭

ͱ΋ݺ͹ΕΔɽτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄͕ςετσʔλͷ

֬཰ߏ଄ͱͲΕ΄Ͳ͍͔ۙΛ͑ߟΔͨΊɼ৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘ใྔΛ࠷খԽ͢Δ

ESSͷ஋ΛٻΊΔɽ

Algorithm7ʹ͓͚Δ༧ଌਫ਼౓ΛଌΔࢦඪʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣ͸ࣜ (5.1)ͷ਺

ࣜͰࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t ) = −

n∑

i=1

IKL(p(xi | α′, Π̂i, G
α′

t ) || q(xi | Π̂i, G
α′

t )) (5.1)

͜͜Ͱɼ

IKL(p(xi | α′, Π̂i, Gα′

t ) || q(xi | Π̂i, Gα′

t ))

=
qi∑

j=1

p(Π̂i = j | Gα′

t )
ri∑

k=1

p(xi = k | α′, Π̂i = j,Gα′

t ) log
p(xi = k | α′, Π̂i = j,Gα′

t )

q(xi = k | Π̂i = j,Gα′
t )

p(Π̂i = j | Gα′

t ) =
ntrain
ij

ntrain

p(xi = k | α′, Π̂i = j,Gα′

t ) =
ntrain
ijk + α′/(qiri)

ntrain
ij + α′/qi

q(xi = k | Π̂i = j,Gα′

t ) =
ntest
ijk + 1/(qiri)

ntest
ij + 1/qi

ͱ͢Δɽq(xi = k | Π̂i = j,Gα′

t )͸ࣜ (2.5)Λ༻͍ͯςετσʔλͷ֬཰ߏ଄Λද͢਺ࣜ

Ͱ͋Δ͕ɼςετσʔλͷӨڹΛ࠷େԽ͢ΔͨΊ ESSͷ஋Λ 1.0ͱ͍ͯͯ͠͠ࢉܭΔɽ

5.2 Predictive LikelihoodΛ༻͍Δ

ɼೋͭ໨ͷख๏ͱͯ͠ʹ࣍ Malone, Järvisalo and Myllymäki (2015) [10] Ͱड़΂ΒΕͯ

͍ΔτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ͷ֤ม਺ͷ਌ม਺Λॴ༩ͱͨ͠
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ςετσʔλʹର͢Δ৚݅෇͖໬౓Λද͢ Predictive Likelihood Λ༻͍Δख๏Λͨ͑ߟɽ

Algorithm7ʹ͓͚Δ༧ଌਫ਼౓ΛଌΔࢦඪʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣ͸ࣜ (5.2)ͷ਺ࣜ

Ͱࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t ) = −

∑

dr∈Dtest
t

n∑

i=1

log p(xr
i | α′,Πi, G

α′

t ) (5.2)

͜͜Ͱɼ

p(xr
i | α′,Πi, G

α′

t ) =
nijk + α′/(qiri)

nij + α′/qi

ͱ͠ɼxr
i ͸ dr ͷ i൪໨ͷม਺ͷ஋ͱ͢Δɽ

5.3 ੜ੒σʔλͷςετσʔλͱͷҰகճ਺Λ༻͍Δ

଄͔ߏ໨ͷख๏ͱͯ͠τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫͭࡾɼʹ࣍

ΒσʔλΛੜ੒͠ɼੜ੒ͨ͠σʔλͷςετσʔλʹର͢Δ༧ଌਫ਼౓Λ࠷େԽ͢Δ

ESS Λબ୒͢Δख๏Λͨ͑ߟɽ͜͜Ͱ͸༧ଌਫ਼౓ͱͯ͠ɼੜ੒͞Εͨσʔλͷςετ

σʔλͱͷҰகճ਺Λ༻͍Δ͜ͱͱͨ͠ɽAlgorithm7 ʹ͓͚Δ༧ଌਫ਼౓ΛଌΔࢦඪ

ʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣ͸ࣜ (5.3)ͷ਺ࣜͰࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t ) =

∑

dr∈Dtest
t

n∑

i=1

[
xr
i = arg max

xi

p(xi | α′, Gα′

t )

]
(5.3)

ͨͩ͠ɼ [
a = b

]
=

{
0 (a = b)

1 (a ̸= b)

ͱ͠ɼxr
i ͸ dr ͷ i൪໨ͷม਺ͷ஋ͱ͢Δɽ
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5.4 ϚϧίϑϒϥϯέοτΛ༻͍ͨςετσʔλͷ৚݅෇͖

໬౓Λ༻͍Δ

଄ͷ֤ߏ໨ͷख๏ͱͯ͠τϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫ࢛ͭɼʹޙ࠷

ม਺ͷϚϧίϑϒϥϯέοτΛॴ༩ͱͨ͠ςετσʔλʹର͢Δ৚݅෇͖໬౓Λ͠ࢉܭɼ

ͦΕΛ࠷େԽ͢Δ ESSΛબ୒͢Δख๏Λͨ͑ߟɽAlgorithm7ʹ͓͚Δ༧ଌਫ਼౓ΛଌΔࢦ

ඪʢEvaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t )ʣ͸ࣜ (5.4)ͷ਺ࣜͰࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

Evaluation(α′, Gα′

t , Dtest
t ) =

∑

dr∈Dtest
t

n∑

i=1

p(xr
i | α′,MB(xi), G

α′

t ) (5.4)

ͨͩ͠ɼxr
i ͸ dr ͷ i ൪໨ͷม਺ͷ஋ɼMB(xi) ͸ม਺ xi ͷϚϧίϑϒϥϯέοτͱ

͢Δɽ
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ୈ 6ষ

ఏҊख๏Λ༻͍ͨධՁ࣮ݧ

6.1 ͷखॱ̏ݧ࣮

ɼୈʹ࣍ 5 ষʹ࢛ࣔͨͭ͠ͷఏҊख๏ʹ͍ͭͯɼߏ଄ֶशͷ݁Ռʹରͯ͠ͲͷΑ͏ͳ

Өڹ΍ಛ௃͕͋Δͷ͔Λௐ΂ΔͨΊɼESS ͷਪఆ͓Αͼߏ଄ֶशΛ͍ߦɼୈ 4 ষʹࣔ͠

ͱಉ༷ʹਤ̎ݧ͸࣮ʹݧɽ࣮ͨͬߦͷैདྷख๏Λ༻ֶ͍ͨशͷ݁ՌͱͷൺֱΛ̎ݧ࣮ͨ

4.1ʙ4.9ʹࣔͨ͠ωοτϫʔΫΛ༻͍ͨɽ࣮̏ݧͷखॱ͸ҎԼͷ௨ΓͰ͋Δɽ

1. ਤ 4.1ʙ4.5 ͷωοτϫʔΫ͔Β 100, 200, · · · , 1000 ͷαϯϓϧΛੜ੒͠ɼਤݸ

4.6ʙ4.9ͷωοτϫʔΫ͔Β 1000, 2000, · · · , ͷαϯϓϧΛੜ੒͢Δɽݸ10000

2. ද 6.1ʹ֤ࣔ͢ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷ஋Λ༻͍ͯɼखॱ 1Ͱੜ੒͞Εͨαϯϓϧ

͔Βߏ଄ֶशΛ͏ߦɽ

3. खॱ 1, 2Λ 100ճ܁Γฦ͠͏ߦɽ

ͷ෼ׂ਺ূݕࠩަ K ͸ 2, 5, 10 ͷࡾ௨ΓΛ͕ͨ͠ࢼɼ৚݅෇͖ Kullback-Leibler ৘ใྔ

Λ༻͍ͨख๏Ͱ͸ K = 2ɼͦͷଞͷ̏ख๏Ͱ͸ K = 10 ΋ྑ͍݁Ռͱͳͬͨͨ࠷͕

Ίɼ݁Ռͱͯ͠͸͜ΕΒͷ৔߹ͷΈΛࣔ͢ɽఏҊख๏ʹ͓͚Δ ESS ͷ஋ͷީิू߹͸ɼ

A = {0.10, 0.50, 1.0, 2.0, · · · , 20.0}ͱͨ͠ɽ

֤ख๏ͷߏ଄ֶशͷ݁ՌΛൺֱ͢ΔͨΊɼ100 ճͷߦࢼͷ֤ख๏Ͱֶश͞Εͨωοτ

ϫʔΫߏ଄ͱਅͷωοτϫʔΫߏ଄ͱͷ SHDͷฏۉ஋ͱɼ֤ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESSͷ஋ͱ

దͳ࠷ ESS ͷ஋ͷઈରࠩͷฏۉ஋ͷࢉܭΛͨͬߦɽ͜͜Ͱɼ࠷దͳ ESS ͷ஋ͱ͸ SHD
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ϥϕϧ ख๏

KL ৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘ใྔΛ༻͍Δख๏

PL Predictive LikelihoodΛ༻͍Δख๏

Count ੜ੒σʔλͷςετσʔλͱͷҰகճ਺Λ༻͍Δख๏

MB ϚϧίϑϒϥϯέοτΛ༻͍ͨςετσʔλͷ৚݅෇͖໬౓Λ༻͍Δख๏

1.0 1.0ͱ͢Δʢα = 1ʣ

Steck Steck (2008) [7]ͷख๏

Silander Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007) [6]ͷख๏

ద஋࠷ ͍͓ͯʹ̍ݧ࣮ SHDͷฏۉ஋ͷ࠷খ஋Λ༩͑ͨ ESS

ද 6.1: ͷ̏ݧ࣮ ESSͷ஋ͷܾఆํ๏

ͷ஋Λ࠷খԽ͢Δ ESSͷ஋ͱͯ͠ࢉܭΛͨͬߦɽ

6.2 ࡯ߟͷ݁Ռͱ̏ݧ࣮

݁Ռͱͯ͠ɼ֤ख๏Ͱֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ͱਅͷωοτϫʔΫߏ଄ͱͷ SHD

ͷฏۉ஋ͱ֤ख๏Ͱܾఆͨ͠ ESS ͷ஋ͱ࠷దͳ ESS ͷ஋ͷઈରࠩͷฏۉ஋Λද 4.11ɼ

4.12 ʹࣔ͢ɽ֤ද͸ωοτϫʔΫߏ଄ຖʹॎ࣠ʹσʔλ਺ɼԣ࣠ʹද 6.1 ʹࣔ͢ख๏Λ

ද͢ɽ

ఏҊख๏ͷ࢛ͭͷख๏Ͱ͸ɼ৚݅෇͖ Kullback-Leibler৘ใྔΛ༻͍ͨख๏͸ɼStrongly

skewed distribution ͱ Skewed distributionɼCombined skewed and uniform distributionɼ

Uniform distributionɼasiaɼearthquakeͷωοτϫʔΫͰ͸ SHDͷฏۉ஋Λ࠷΋খ͘͢͞

Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔɽҰํͰɼcancerͱ surveyͷωοτϫʔΫͰ͸ଞͷͭࡾͷख๏ΑΓ

΋ SHDͷฏۉ஋͕େ͖͘ͳ͍ͬͯΔɽٻΊΒΕͨ ESSͷ஋͸ଞͷͭࡾͷख๏ΑΓখ͍͞

஋ͱͳ͓ͬͯΓɼESSͷ࠷ద஋͕খ͍͞ωοτϫʔΫߏ଄ʹରͯ͠ɼਅͷωοτϫʔΫʹ
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Ε͍ͯΔɽ͞ࡧ଄͕୳ߏ͍ۙ

Predictive LikelihoodΛ༻͍ͨख๏͸ɼStrongly uniform distribution ͷωοτϫʔΫͰ

͸ SHD ͷฏۉ஋Λ࠷΋খ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔ͕ɼStrongly skewed distribution ΍

Skewed distributionͷωοτϫʔΫͰ͸ଞͷ̏ख๏ΑΓ΋ SHDͷฏۉ஋͕େ͖͘ͳͬͯ

͍ΔɽٻΊΒΕͨ ESSͷ஋͸ଞͷͭࡾͷख๏ΑΓখ͍͞஋ͱͳ͍ͬͯΔͨΊɼ֬཰ύϥ

ϝʔλͷҰ༷ੑ͕͍ߴωοτϫʔΫͰ͸ਅͷωοτϫʔΫʹ͍ۙߏ଄ֶ͕शͰ͖͍ͯΔɽ

ੜ੒σʔλͷςετσʔλͱͷҰகճ਺Λ༻͍Δख๏ͱֶश͞Εͨߏ଄ͷ֤ม਺ͷϚ

ϧίϑϒϥϯέοτΛॴ༩ͱͨ͠ςετσʔλͷ৚݅෇͖໬౓Λ༻͍Δख๏͔Β͸ྨࣅ

ͨ݁͠ՌΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ɼcancer ΍ survey ͷωοτϫʔΫͰଞͷͭࡾͷख๏ΑΓ΋

SHDͷฏۉ஋Λখ͘͢͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯΔɽ͜ΕΒͷख๏Ͱ͸ٻΊΒΕͨ ESSͷ஋͕

Predictive LikelihoodΛ༻͍ͨख๏ΑΓ͞Βʹେ͖͍஋Λͱ͍ͬͯΔͨΊɼESSͷ࠷ద஋

͕ΑΓେ͖͍͜ΕΒͷೋͭͷωοτϫʔΫʹ͓͍ͯɼਅͷωοτϫʔΫʹ͍ۙߏ଄Λ୳ࡧ

Ͱ͖͍ͯΔͱ͍ͯ͠࡯ߟΔɽ

࠷ͷ݁Ռɼ༷ʑͳ৚݅Λม͑ͯݧͷख๏Λ৽ͨʹఏҊ͕ͨ͠ɼ࣮࢛͍ͭͨ༺Λূݕࠩަ

ద஋ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δख๏͸࢒೦ͳ͕Β໌Β͔ʹ͸͞Εͳ͔ͬͨɽ
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ୈ 7ষ

͓ΘΓʹ

7.1 ·ͱΊ

ຊ࿦จͰ͸ɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷείΞϕʔεΞϓϩʔνͷߏ଄ֶशʹ͓͍ͯҰ

ൠతʹ༻͍ΒΕΔ BDeuείΞͷϋΠύʔύϥϝʔλͷ ESSͷ஋Λܾఆ͢Δํ๏ʹ͍ͭ

ͯड़΂ͨɽ

ୈ̎ষͰ͸ɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫ΍ϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷύϥϝʔλֶशͱߏ

଄ֶशʹؔ͢Δૅج஌ࣝΛઆ໌͠ɼߏ଄ֶशͰ͸ɼBDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δߏ଄ͷີݫ

ղ୳ࡧख๏ͱͯ͠ɼຊڀݚͷ֤࣮ݧͰ༻͍ͨ Silander and Myllymäki (2006) [11]ͷಈతܭ

ը๏Λ༻͍ͯ୳͢ࡧΔख๏ʹ͍ͭͯड़΂ͨɽ

ୈ̏ষͰ͸ɼϢʔβʔ͕ࣗ༝ʹઃఆ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ BDeuείΞͷϋΠύʔύϥϝʔ

λͷ ESSͷ஋ʹ͍ͭͯɼࣄલ஌ࣝͷॏΈΛٖࣔ͢ࣅσʔλͳͷͰɼESSͷ஋ΛϢʔβʔ

ʹ߹৔ͨͬߦ଄ֶशΛߏఆͷ஋ͱͯࣗ͠༝ʹઃఆ͠ɼݻ͕ ESSͷ஋͕ωοτϫʔΫߏ଄

ͷֶशਫ਼౓ʹେ͖ͳӨڹΛ༩͑Δ͜ͱΛड़΂ɼσʔλ਺͕े෼େ͖͍৔߹ʹ͸ ESSͷ஋

Λ 1.0ͱ͢Δ͜ͱ͕࠷దͰ͋Δ͕ɼ[5] σʔλ਺͕े෼େ͖͘ͳ͍৔߹ʹ͸ɼσʔλ͔Β

దͳ࠷ ESSͷ஋ΛٻΊΔ͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δ͜ͱΛड़΂ͨɽσʔλ͔Β࠷దͳ ESSͷ஋Λ

ΊΔख๏ͱͯ͠ɼҰൠతʹ༻͍ΒΕ͍ͯΔٻ Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007)

[6]͕ఏҊͨ͠ ESSͷ஋Λ 1͔Β 100·Ͱ 1.0ͣͭมԽͤ͞ͳ͕Β BDeuείΞΛ࠷େԽ

͢Δ ESSΛ͚ͭݟΔͱ͍͏ݧܦϕΠζख๏ͱ Steck (2008)[7]͕ఏҊͨ͠पล໬౓Λ࠷େ

Խ͢Δ ESSͷ஋ΛۙࢉܭࣅʹΑΓղੳతʹٻΊΔݧܦϕΠζख๏ʹ͍ͭͯड़΂ͨɽ
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ୈ̐ষͰ͸ɼUeno (2010) [5]ʹΑΓ਺ֶతʹࣔ͞Ε͍ͯΔΑ͏ʹɼσʔλ਺͕े෼ʹେ

͖͍৔߹ʹ BDeuͷ ESSͷ஋͸ ͷ݁ݧదͰ͋Δͱ͍͏͜ͱΛ֬ೝ͢ΔͨΊͷ࣮࠷1.0͕

ՌΛड़΂ɼ͞Βʹɼୈ̏ষͷ Silander, Kontakanen and Myllymäki (2007) ͷख๏΍ Steck

(2008) ͷख๏͸ɼBDeu είΞΛ࠷େԽ͢Δ ESS ͷ஋͕༧ଌޮ཰Λ࠷େԽ͢Δ͜ͱΛԾ

ఆͯ͠ ESSͷ஋ΛٻΊΔख๏Ͱ͋Δ͕ɼߏ଄ֶशͷධՁ࣮ݧͷ݁Ռ͔Βɼ༧ଌޮ཰Λ࠷

େԽ͢Δ ESSͷ஋ΛٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖͍ͯͳ͍͜ͱΛ࣮ূతʹࣔͨ͠ɽ

ୈ̑ষͰ͸ɼESSͷ਺ֶతͳ࠷దԽ͸ࠔ೉Ͱ͋Δͱ͑ߟɼݧܦతʹަࠩূݕΛ༻͍ܾͯ

ఆ͢Δख๏ΛఏҊͨ͠ɽϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏ଄ֶशʹ͓͚ΔަࠩূݕΛ༻͍ͨ

ESSͷܾఆ๏Ͱ͸ɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄͕ͲΕ΄Ͳద੾

ͳߏ଄Ͱ͋Δ͔ΛଌΔ͜ͱ͕ඞཁͰ͋ΔɽUeno (2008) [9] Ͱ͸ɼτϨʔχϯάσʔλ͔

Βֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ΛਅͷωοτϫʔΫߏ଄ͱൺֱͯ͠ޡΓͷݸ਺Λ࠷খԽ͢

Δ ESSͷ஋Λબ୒͢Δख๏͕ఏҊ͞Ε͍ͯΔ͕ɼ࣮ݱʹ͸ਅͷωοτϫʔΫߏ଄͸ະ஌

Ͱ͋ΔͨΊਅͷωοτϫʔΫߏ଄ͱൺֱ͢Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͳ͍ɽ·ͨɼτϨʔχϯάσʔλ

ͱςετσʔλ͔ΒͦΕͧΕֶश͞ΕͨωοτϫʔΫߏ଄ಉ࢜Λൺֱͯ͠ɼޡΓͷݸ਺Λ

খԽ͢Δ࠷ ESSͷ஋Λબ୒͢Δख๏΋͑ߟΒΕΔ͕ɼUeno (2010) [5]Ͱࣔ͞Ε͍ͯΔΑ

͏ʹɼESSͷ஋Λେ͖͍ͯ͘͘͠ͱɼֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏ଄͸઴ۙతʹ׬શάϥϑ

ʹ͖ۙͮɼESSͷ஋Λখ͍ͯ͘͘͞͠ͱɼֶश͞ΕΔωοτϫʔΫߏ଄͸઴ۙతʹۭάϥ

ϑʹۙͮͨ͘Ίɼ͜ͷΑ͏ͳަࠩূݕʹΑΓܾఆ͢Δ ESSͷ஋Ͱ͸ɼਅͷߏ଄Λֶश͢

Δ͜ͱ͸Ͱ͖ͳ͍͜ͱ͕֬ೝ͞Ε͍ͯΔɽͦͷͨΊɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞Εͨ

ωοτϫʔΫߏ଄͕ͲΕ΄Ͳద੾ͳߏ଄Ͱ͋Δ͔Λςετσʔλʹର͢Δ༧ଌਫ਼౓ͱͯ͠

ɼ৚݅෇͖͑ߟ Kullback-Leibler৘ใྔΛ༻͍Δख๏ͱ Predictive LikelihoodΛ༻͍Δख

๏ɼੜ੒σʔλͷςετσʔλͱͷҰகճ਺Λ༻͍Δख๏ɼϚϧίϑϒϥϯέοτΛ༻͍

ͨςετσʔλͷ৚݅෇͖໬౓Λ༻͍Δख๏ͷ࢛ͭΛఏҊͨ͠ɽ

ୈ̒ষͰ͸ɼຊڀݚͰఏҊͨ͠ަࠩূݕΛ༻͍Δख๏ͱैདྷख๏͕ɼϕΠδΞϯωοτ

ϫʔΫͷߏ଄ֶशʹ͓͍ͯɼͲͷΑ͏ͳֶशਫ਼౓ͷҧ͍͕͋Δ͔Λ࣮ݧʹΑΓ֬ೝͨ͠ɽ
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೦ͳ͕Β໌Β͔ʹ͸࢒ద஋ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δख๏͸࠷ͷ݁Ռɼ༷ʑͳ৚݅Λม͑ͯݧ࣮

͞Εͳ͔ͬͨɽ͔͠͠ͳ͕Βɼσʔλ਺͕খ͍͞ͱ͖ʹɼैདྷ͔ΒҰൠతʹ༻͍ΒΕ͖ͯ

ద஋Λอূ͠ͳ͍͜ͱΛࣔͨ͜͠ͱ͸ҙٛਂ͍ɽ࠷ϕΠζख๏͕ݧܦͨ

7.2 ͷ՝୊ޙࠓ

ҎԼͷ఺͕ޙࠓͷڀݚͷ՝୊Ͱ͋Δɽ

• ৚݅෇͖ Kullback-Leibler ৘ใྔΛ༻͍Δख๏ΛఏҊ͕ͨ͠ɼ৚݅෇͖ Kullback-

Leibler ৘ใྔ͸ରশੑΛͨ࣋ͳ͍ͨΊɼτϨʔχϯάσʔλ͔Βֶश͞Εͨωο

τϫʔΫߏ଄͕ςετσʔλͷ֬཰ߏ଄ͱͲΕ΄Ͳ͍͔ۙΛ͑ߟΔ্Ͱ͸ɼ৚݅

෇͖ Jensen-Shannon৘ใྔ͕ΑΓద͍ͯ͠Δͱ͑ߟΒΕΔɽͦͷͨΊɼ৚݅෇͖

Jensen-Shannon ৘ใྔΛ༻͍ͨख๏ʹ͍ͭͯಉ༷ͷ࣮ݧΛ͍ߦɼख๏ͷಛੑʹͭ

Δɽ͢࡯ߟ͍ͯ

• Λ༻͍ͨఏҊख๏Ͱ͸ɼม਺਺ͷେ͖͍ωοτϫʔΫʹରͯ͠ͷ࣮ূݕճ͸ަࠩࠓ

ΛΑΓม਺਺ͷେ͖͍ωοτݧͱ͕Ͱ͖ͳ͔ͬͨɽͦͷͨΊɼಉ༷ͷ࣮͜͏ߦΛݧ

ϫʔΫߏ଄ΛؚΊͨଟ༷ͳωοτϫʔΫߏ଄ʹର͍ͯ͠ߦɼ֤ख๏ͷಛੑΛ࡯ߟ

͢Δɽ

• ͳϝΧࡉҼͷৄݪదԽ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͔ͬͨ࠷Λ༻͍֤ͨख๏ʹΑΓূݕࠩަ

χζϜ͸ɼϕΠδΞϯωοτϫʔΫͷߏ଄ֶश͕ෳࡶͰ͋ΔͨΊɼௐ΂Δ͜ͱ͕Ͱ

͖ͳ͔ͬͨͨΊɼଟ༷ͳωοτϫʔΫߏ଄ʹର͢Δ࣮ݧΛ݁ͨͬߦՌ͔Β໌Β͔ʹ

͢Δɽ

• ͳϝΧχζࡉҼͷৄݪదԽ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͔ͬͨ࠷Λ༻͍ͨख๏ʹΑΓূݕࠩަ

Ϝ͕໌Β͔ʹͳͬͨ৔߹ɼBDeuείΞΛ࠷େԽ͢Δ ESSͷ஋ΛٻΊΔݧܦϕΠζ

ख๏ΑΓɼֶशਫ਼౓ͷ͍ߴख๏ΛఏҊ͢Δɽ
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ँࣙ

ຊڀݚͷ਱ߦʹ͋ͨͬͯɼऴࢦ࢝͝ಋɼ͝ॿݴΛࣀΓ·ͨ͠২໺ਅਉڭतɼӉ౎խًॿ

Λͯ͠௖͍ͨ઒໺लҰݴॿ͍ͯͭʹੑ޲ͷํڀݚ࢜ɽ·ͨɼम͢·͍ͨ͠ँײ͘ਂʹतڭ

।ڭतʹ͍ͨ͠ँײ·͢ɽͦͯ͠ɼຊۃੵͯؔ͠ʹڀݚతʹٞ࿦͠ɼຊ࿦จͷࣥචʹؔ͠

ͯॿݴ΍ࢦఠΛͯ͠௖͍ͨɼ২໺ࣨڀݚɼ઒໺ࣨڀݚͷօ༷ʹ͍ͨ͠ँײ·͢ɽ
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