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1

集合 S = {red, blue, green, yellow}について，次のいずれが S の分割であるか答えよ．

(1) P1 = [{red}, {blue, green}]
解答

分割でない．(yellowがどこにも属していない．)

(2) P2 = [{red, blue, green, yellow}]
解答

分割である．

(3) P3 = [∅, {red, blue}, {green, yellow}]
解答

分割でない．(∅が要素であるから．)

(4) P4 = [{blue}, {red, yellow, green}]
解答

分割である．
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2

集合 S = {1, 2, 3}の分割をすべて求めよ．

解答

[{1}, {2, 3}]
[{1, 2}, {3}]
[{1, 3}, {2}]
[{1}, {2}, {3}]
[{1, 2, 3}]

3

次のことを証明せよ．

(1) X を空でない集合とするとき，

Rmin = {(x, x);x ∈ X}

は X 上の同値関係になる．X 上の任意の同値関係 Rに対して，Rmin ⊆ Rが成り立つ．すな

わち，Rmin は X 上の最小の同値関係である．

解答

反射律，対称律，推移律が成り立つことを証明すればよい．

[反射律]

任意の x ∈ X に対して，(x, x) ∈ Rmin，すなわち，xRminx．

[対称律]

xRminy とすれば，Rmin の定義より，x = y．したがって，yRminx．

[推移律]

xRminy かつ yRminz とすれば，Rmin の定義より，x = y = z．したがって，xRminz．

最後に，R を X 上の任意の同値関係とする．(x, y) ∈ Rmin とすれば，Rmin の定義より，

x = y．Rは同値関係であり，反射律を満たすので，(x, y) ∈ R．これより，Rmin は任意の同

値関係の部分集合である．すなわち，Rmin は X 上の最小の同値関係である．2

2



(2) X を空でない集合とするとき，

Rmax = X ×X

は，X 上の同値関係になる．X 上の任意の同値関係 Rに対して，R ⊆ Rmax が成り立つ．す

なわち，Rmax は X 上の最大の同値関係である．

解答

Rmax の定義より，任意の x, y ∈ X に対して，(x, y) ∈ Rmax．このことから，反射律，対称

律，推移律が成り立つことは自明である．同値関係はすべて X ×X の部分集合である．した

がって，任意の同値関係 Rに対して R ⊆ Rmax．すなわち，Rmax は X 上の最大の同値関係

である．2

(3) nを任意に固定した整数とするとき

R(n) = {(x, y);x, y ∈ Z, x− y は nの倍数 }

は Z上の同値関係になる．通常は xR(n)y を

x ≡ y (modn)

と表し，xと y は nを法として合同であるという．

解答

反射律，対称律，推移律が成り立つことを証明すればよい．

[反射律]

任意の整数 xに対して，x− x = 0は nの倍数である．したがって，xR(n)x．

[対称律]

整数 x, y に対して，xR(n)y とする．このとき，x− y は nの倍数である．すなわち，ある整

数 kがあって，x− y = knと表せる．これより，y− x = −knが成り立つが，−kは整数であ

るから，これは y − xが nの倍数であることを示している．よって，yR(n)x．

[推移律]

整数 x, y に対して，xR(n)y かつ yR(n)z が成り立つとする．このとき，整数 k, k′ があって

x− y = kn，y − z = k′n．辺々を加えると，x− z = (k + k′)n．(k + k′)は整数であるから，

これは，x− z が nの倍数であることを示している．よって，xR(n)z．2

(4) 写像 f : X → Y に対して，

Rf = {(x, y);x, y ∈ X, f(x) = f(y)}

は X 上の同値関係になる．

解答

反射律，対称律，推移律が成り立つことを証明すればよい．
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[反射律]

任意の整数 xに対して，f(x) = f(x)．したがって，xRfx．

[対称律]

x, y ∈ X に対して，xRfy とする．このとき，f(x) = f(y)．これより，f(y) = f(x)．した

がって，yRfx．

[推移律]

x, y, z ∈ X に対して，xRfy かつ yRfz が成り立つとする．このとき，f(x) = f(y) = f(z)．

したがって，xRfz．2

4

Rを集合 X 上の同値関係とするとき，次のことが成り立つことを証明せよ．

(1) ∀x ∈ X : x ∈ [x]

解答

Rは同値関係であるから，反射律が成り立つ．したがって，任意の x ∈ X に対して xRx．こ

れは，x ∈ [x]を表している．2

(2) ∀x, y ∈ X : (xRy ⇔ [x] = [y])

解答

xRy が成り立つとする．z ∈ [x] とすれば，zRx．さらに，xRy から，推移律により，zRy．

これは，z ∈ [y]を示している．したがって，[x] ⊆ [y]．同様に，[x] ⊇ [y]．よって，[x] = [y]．

逆に，[x] = [y] が成り立つとする．そのとき，(1) より，x ∈ [x]であるから，x ∈ [y]．これ

は，xRy を示している．2

(3) ∀x, y ∈ X : (x ∈ [y] ⇔ [x] = [y])

解答

x ∈ [y]ならば xRy．したがって，(2)より [x] = [y]．逆に，[x] = [y]ならば (2)により xRy．

よって，x ∈ [y]．2

(4) ∀x, y ∈ X : ([x] ∩ [y] ̸= ∅ ⇒ [x] = [y])

解答

[x] ∩ [y] ̸= ∅が成り立つとする．このとき，z ∈ [x]かつ z ∈ [y]を満たす z ∈ X が存在する．

これより，zRxかつ zRy．推移律により，xRy．したがって，(2)より [x] = [y]．2
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(5) ∀x, y ∈ X : (xRy ⇔ ∃z ∈ X : x ∈ [z] ∧ y ∈ [z])

解答

xRy とする．このとき，(2)により，[x] = [y]．(1)によって，x ∈ [x]であるから，x ∈ [y]で

もある．また，y ∈ [y]が成り立つので，xと y ともに含む同値類 [y]が存在する．逆に，ある

z ∈ X が存在して x ∈ [z]かつ y ∈ [z]ならば，xRz かつ yRz．推移律より，xRy．2
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