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８．条件付き独立性検定に
よる構造学習

電気通信大学大学院
情報システム専攻

知識処理システム講座
植野 真臣

１．ベイジアンネットワーク学習の問題

•前回、学習したベイジアンネットワーク学習法は厳密解と呼ばれる
手法で予測を最大化する最小Iマップを見つける手法である。しかし，
計算量が非常に大きすぎて数十程度のノードのネットワークしか計
算できないことが問題である。

• D分離と条件付き独立性は数学的には一対一対応しないが，例外を
除けばほぼ同等であると考えて，変数間の条件付き独立性を検定し
ながら構造を作成する手法が昔からある。これらの手法のほうが比
較的計算量が小さいことから実用的であるともいえる。

•本章では、条件付き独立性検定手法の学習法を紹介しよう。

２．因果のフェイスフルの仮定

条件付き独立性検定による構造学習では，因果のフェイスフルネス

の仮定が前提となる．フェイスフルは以下のように定義される．

•定義

ベイジアン・ネットワーク(G, Θ)において，条件付き確率集合Θをもちい
た２ノード間の親ノードを所与としたときの確率分布の条件付き独立
性とグラフGでの条件付き独立性が対応しているとき，(G, Θ)はフェイ
スフル（faithful)であるという．

この仮定は一般的には成り立たない場合があることは授業で学んだ.

３．PCアルゴリズム
(Spirts, Glymour, Scheines, and Tillman 2010, Glymour and Cooper 1999)

最も代表的な古典的条件付き独立性検定による構造学習法である．
このアルゴリズムは，SGSアルゴリズム(Spirts and Glymour 1991)とICアルゴリズム
(Verma and Pearl 1990)

を発展させて開発されている．
先ずPCアルゴリズムでは，行2に示されるようにすべてのノード間に辺を引いた完全グ
ラフから開始する．
CIテストの条件部Cは，変数数t=0，つまり，
空集合より始まり，これを0次の条件付き独立性テスト(zero-order CI test)と呼ぶ．順次，
t=1, 2, …と増やし，1次(1st order)，2次(2nd order)，…の条件付き独立性テストと呼ぶ．
定理50に従い，条件付き独立な変数間を早く発見し，その間の辺を完全グラフから順
次消去していく．
t=N-2まで以上の処理を行うと，条件付き独立性テストのフェーズが終了し，無向グラ
フGが得られる．このあと行15より，G中の辺に方向づけを行うオリエンテーションフェー
ズを行う．

オリエンテーション ルール
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C  ∉ Z s.t.  Ind(A;B|Z)

V-structure
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削除なし

4. MMHCアルゴリズム

Xを削除
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(a)真の構造
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HTF

JI
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(b) Aが選択され
る.CI(T,B)=1,CI(T,E)=1とな
り，BとEが消去される.

CPC={A}

C D

A

HTF

JI

LK

(c) Dが選択される. 

CPC={A,D}

C D

A

TF

I

LK
(d) Cが選択される.

CI(T,H|D)=1, CI(T,J|D)=1より，
HとJが消去される．
CPC={A,C, D}

C D

A

T

I

LK
(e) Iが選択される.

CI(T,F|C)=1 より，Fが消去さ
れる．
CPC={A,C, D,I}

C D

A

T

I

(e) CI(T,K|I)=1, CI(T,L|I)=1 

より，K,Lが消去される．残
り変数がないので, 

CPC={A,C, D,I}を
返して終了.

動作例

5. RAI
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RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 22

真の構造

RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 23

0. 初期状態は完全グラフ

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 24

1. すべての辺 Xi—Xjについて
Ind(Xi;Xj | Z) s.t. Z⊆ Z’ = {z| z ∈ pp(Xi) ∪ pp(Xj) – {Xi,Xj}}

and |Z| = n 

⇒辺 Xi—Xjを削除

RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

n = 0

すなわち
Ind(Xi;Xj|φ)

からテスト開始

Xi の潜在的な親変数集合
∃有向辺 Xp->Xi ⇒ Xp

or

∃無向辺 Xq—Xi ⇒ Xq
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RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 25

2. 方向付け(後述)を行う．

方向付け(オリエンテーションルール)
[Verma+ 92, Meek 95]

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 26
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V-structure

RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 27

3. 子孫グラフと先祖グラフに分割 子孫

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 28

RAI: 親変数(のみ)を所与とした CI テスト

補題補題補題補題 (Pearl 88; Spirtes et al. 00)

DAG において, X と Y が非隣接かつ X が Y の子孫でないとき, 

X と Y は Y の親変数集合を所与として有向分離．

子孫

先祖

Z X

YW

定理定理定理定理 (Yehezkel et al. 09)
DAG GA = (VA,EA) が G = (V,E)の自律部分構造で GAの外生因子集合 Vex⊂ Vが与
えられ, Ind(X;Y|S) (s.t. X,Y ∈ VA, S⊂ V) ならば, S’ ⊂ {VA∪ Vex} かつ Ind(X;Y|S’) な
る S’ が存在する．

先祖

Z

YX W
C

C

RAI の問題点: 消失辺発生メカニズム

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 29

Y Z

X

真の構造真の構造真の構造真の構造 辺 X -- Z の存在チェック
Ind(X;Z|φφφφ) と誤る

Y Z

X

Ind(X;Z|Y) 

Y Z

X

辺の方向付け
Y ← Z と誤る

Y Z

X

辺 X → Y の存在チェック
本来不要な Test(X;Y|Z) を実行

Y Z

X

Ind(X;Y|Z) と誤る
X → Yが消失辺に

本研究の着眼点本研究の着眼点本研究の着眼点本研究の着眼点

RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 30

4. 先祖グラフに RAI を再帰的に適用する．
1. ∀辺 Xi—Xj, Ind(Xi;Xj | Z) ⇒辺 Xi—Xjを削除
2. 方向付け
3. 子孫グラフと先祖グラフに分割
…

s.t. |Z| = n

n = 1

s.t. |Z| = n

n = 1
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RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

5. 先祖グラフと子孫グラフ間の辺 Xi→Xjについて
Ind(Xi;Xj | Z) ⇒辺 Xi→Xjを削除

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 32

RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

6. 子孫グラフ内で方向付け

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 33

RAI (Recursive Autonomy Identification)

[Yehezkel+ 09]

7. 子孫グラフ内の辺 Xi—Xjについて
Ind(Xi;Xj | Z) ⇒辺 Xi—Xjを削除し，方向付け

s.t. |Z| = n

n = 1, n = 2

s.t. |Z| = n

n = 1, n = 2

子孫

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 34

RAI: 親変数(のみ)を所与とした CI テスト

補題補題補題補題 (Pearl 88; Spirtes et al. 00)

DAG において, X と Y が非隣接かつ X が Y の子孫でないとき, 

X と Y は Y の親変数集合を所与として有向分離．

子孫

先祖

Z X

YW

定理定理定理定理 (Yehezkel et al. 09)
DAG GA = (VA,EA) が G = (V,E)の自律部分構造で GAの外生因子集合 Vex⊂ Vが与
えられ, Ind(X;Y|S) (s.t. X,Y ∈ VA, S⊂ V) ならば, S’ ⊂ {VA∪ Vex} かつ Ind(X;Y|S’) な
る S’ が存在する．

先祖

Z

YX W
C

C

RAI の問題点: 消失辺発生メカニズム

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 35

Y Z

X

真の構造真の構造真の構造真の構造 辺 X -- Z の存在チェック
Ind(X;Z|φφφφ) と誤る

Y Z

X

Ind(X;Z|Y) 

Y Z

X

辺の方向付け
Y ← Z と誤る

Y Z

X

辺 X → Y の存在チェック
本来不要な Test(X;Y|Z) を実行

Y Z

X

Ind(X;Y|Z) と誤る
X → Yが消失辺に

本研究の着眼点本研究の着眼点本研究の着眼点本研究の着眼点

方向付け(オリエンテーションルール)
[Verma+ 92, Meek 95]

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 36
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方向付けの誤り検出

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 37

A B

C

A B

C

C  ∉ Z s.t.  Ind(A;B|Z)

V-structure

A

C D

B

真の構造真の構造真の構造真の構造

A

C D

B

×××× Ind(C;D| Z’) (B  ∉ Z’ = φ)

A

C D

B

○○○○ Ind(A;B| Z) (C  ∉ Z = φ)

A

C D

B

A

C D

B

衝突辺
(conflict edge)

CORAI (Concurrently Oriented RAI)

提案アルゴリズム

アルゴリズムアルゴリズムアルゴリズムアルゴリズム

1. 衝突辺解決ルールの異なる複数の RAI を並行実
行する．
� 各 RAI は, 衝突辺ごとに向きをランダムに固定する.

2. 各 RAI の辺集合の和をスーパーストラクチャとして
出力

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 38

考え方：考え方：考え方：考え方：衝突辺の各方向付けを可能な限り探
索, 結果を合成することで消失辺を抑制する
．

CORAI：衝突辺可能解の並行探索

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 39

衝突辺衝突辺衝突辺衝突辺 ○○○○

1. A--B A←B         A→B

2. B--C B←C   B→C                  B←C  B→C

3. C--D C←D    C→D   C←D   C→D    C←D    C→D   C←D   C→D  

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

Structure 1 Structure 2

Structure 3 Structure 4

Super Structure

実験
• 比較対象: MMPC, RAI, PC

• G 検定：有意水準を 0.01 から 0.95 まで変化

• 10,000 件のサンプルを 10 セットずつ学習

• 有意水準 0.05 で SS 学習後, SS 内で exact 学習
(宇都さん実装の DP [Malone+11])

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 40

ネット
ワーク

変数 辺 親変数

最大

変数

状態数

alarm 37 46 4 2-4

insurance 27 52 3 2-5

water 32 66 5 3-4

win95pts 76 112 7 2-2

alarm:救急治療患者モニタリング (37 変数, 46 辺)

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 41

insurance:保険加入申請評価 (27 変数, 52 辺)

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 42
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water:浄水設備のバイオロジカルプロセスモデル
(32 変数, 66 辺)

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 43

win95pts: Windows 95 プリンタ
トラブルシューティングモデル (76 変数, 112 辺)

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 44

実験1: RAI との精度比較
alarm, insurance

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 45
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実験1: RAI との精度比較
water, win95pts
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実験2:有意水準ごとの消失辺, 余剰辺

• Q: 既存手法(RAI)でも検定の有意水準を上げれば消失辺は減るの
では?

•有意水準を 0.01 から 0.95 まで変化

• 10,000 件のサンプルを各 20 セット学習し, 消失辺と余剰辺の数を比
較

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 47

実験2: 有意水準ごとの消失辺, 余剰辺
alarm, insurance

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 48
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実験2: 有意水準ごとの消失辺, 余剰辺
water, win95pts
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結論
1. 少ない CI テストで高精度とされる RAI [Yehezkel+09] の
消失辺発生メカニズムを示した．

2. 消失辺の原因となる方向付けの誤りを衝突辺の発生に
より検知できることを示した．

3. 消失辺を, 衝突辺の可能解並行探索により抑制する
スーパーストラクチャ構築アルゴリズム CORAI を提案し
た．

4. 比較評価実験により, 以下を示した．
1. CORAI は, 従来より消失辺を削減．
2. CORAI は, 検定の有意水準を上げるより消失辺を削減でき, 余
剰辺も少なく抑えられる．

3. CORAI による SS は, 従来手法より高精度に BN を推定

研究の現況と先行研究
•既存 Exact 学習の学習可能変数数(例えば

[Malone+11]の33個)に届いていない．
• 宇都さん作 SS 上の Exact スコア学習 (Dynamic 

Programming [Malone+11]) で実行できず．

• H2PC [Gasse+12]: 

• SS消失辺少ない(対MMPC)

• スコアはヒューリスティック
• [Gasse+12] Maxime Gasse et al., An Experimental Comparison of 

Hybrid Algorithms for Bayesian Network Structure Learning, In proc of 
ECMLPKDD 2012.

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 51

リソース

• ソースコード
• コアアルゴリズム：Java

• CORAI (RAI)

• UtoDP

• 実験スクリプト：Ruby, sh

• 動作環境：Windows 上の Cygwin

•先行研究の実験コード
• MMPC・MMHC, PC: Matlab

• H2PC: R

2014年11月7日(金) 植野研勉強会 52
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ベイジアンネットワーク
(Bayesian networks) [Pearl88] の定義

• ベイジアンネットワーク は，有向非循環グラフ
と，条件付確率分布 によって構成される．

• の頂点集合 の各要素は， の各確率変数に１対１対応する．

• は， 上の結合確率分布 を次式のように導入する．ここで
は， の親頂点にあたる変数の集合である．
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ベイジアンネットワークの性質
有向分離（d-separation)

• 変数 A, B は，変数間のすべてのパスについて，中間変数 C 
があり，かつ以下のどちらかの場合に有向分離しているとい
う．
• パスが逐次結合または分岐結合で，中間変数 C がインスタンス化さ
れている．

• パスが収斂結合で，中間変数 C および C の子孫がインスタンス化さ
れていない．

• 変数 A, B が有向分離されていれば，A の確からしさの変更
は，B の確からしさに影響を与えない．

A C B A
C

B
A

C
B

逐次結合逐次結合逐次結合逐次結合
(serial connection)

分岐結合分岐結合分岐結合分岐結合
(diverging connection)

収斂結合収斂結合収斂結合収斂結合
(converging connection)
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