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1

f :X → Y と g:Y → Z が関数とすると，以下が成り立つことを証明せよ．

(1) f と g が 1対 1の関数ならば，g ◦ f も 1対 1の関数である．

解答

x, y ∈ X に対して，(g ◦ f)(x) = (g ◦ f)(y)とする．このとき，g(f(x)) = g(f(y))となって，

g は 1対 1の関数であるため，f(x) = f(y)．さらに，f も 1対 1の関数であるから，x = y．

すなわち，g ◦ f は 1対 1の関数である．2

(2) f と g が上への関数ならば，g ◦ f も上への関数である．
解答

x ∈ Z とする．g は上への関数であるから適当な y ∈ Y が存在して，x = g(y) とな

る．また f も上への関数だから，適当な z ∈ X が存在して，y = f(z) となる．このとき

x = g(y) = g(f(z)) = (g ◦ f)(z)であるから，g ◦ f は上への関数である．2

(3) f，g が 1対 1対応ならば，g ◦ f も 1対 1対応である．

解答

設問 (1)，(2)を用いて解答が得られる．2

(4) 任意の関数 f : X → Y に対して，集合 Z と f = h ◦ g となる 1対 1の関数となる h:Z ↪→ Y，

および，上への関数 g:X → Z が存在する．

解答

Z = f(x)とする．写像 g : X → Z と h : Z → Y を次のように定義する．

g(x) = f(x) (x ∈ Z)

h(z) = z (z ∈ Z)
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明らかに，g は上への関数で，hは 1対 1の関数になっており，f = h ◦ g を満たしている．2

2

A = {1, 2, 3, 4, 5}とする．次の f :A → Aは写像かどうか判断し，写像ならば，集合 P = {2, 3}
の像，集合 Q = {4}の原像，集合 R = {1, 2}の原像を求めよ．

(1) {(3,1), (4,2), (1,1), (2,3), (5,3)}
解答

写像である．

P = {2, 3}の像: {3, 1}
Q = {4}の原像: ϕ

R = {1, 2}の原像: {1, 3, 4}

(2) {(2,1), (3,5), (1,4), (2,3), (5,2), (4,2)}
解答

写像ではない．

(3) {(4,2), (2,3), (5,4), (1,5), (4,2), (3,4)}
解答

写像である．

P = {2, 3}の像: {3, 4}
Q = {4}の原像: {3, 5}
R = {1, 2}の原像: {4}
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任意の集合 A，B，任意の写像 f :A → B，任意の X,X ′ ⊆ Aに対して，

X ⊆ X ′ ならば f(X) ⊆ f(X ′)

であることを証明せよ．
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解答

X ⊆ X であると仮定する．また，b ∈ f(X)であると仮定する．

このとき，ある a ∈ X が存在して，b = f(a)となる．(1)

一方で，b = f(a)を満たす a ∈ X を考える．(2)

(1)，(2)より，a ∈ X ′．

したがって，(2)で考えた aは b = f(a)と a ∈ X ′ を満たす．

したがって，b ∈ f(X ′)である．

ゆえに，f(X) ⊆ f(X ′)である．2

4

X = {1, 2, 3, 4, 5}，Y = {a, b, c}とし，写像 f : X → Y を，f(1) = a，f(2) = b，f(3) = b，

f(4) = a，f(5) = bで定める．このとき，以下のものを求めよ．

(1) f−1(a)

解答

f−1(a) = {1, 4}

(2) f−1(c)

解答

f−1(c) = ϕ

(3) f−1({a, c})
解答

f−1({a, c}) = {1, 4}
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f : X → Y，g : Y → Z を写像とする．この時，以下の設問について証明せよ．

(1) g ◦ f が全射で g が単射ならば f が全射であることを証明せよ．

解答

y ∈ Y とする．g(y) ∈ Z に対して，g ◦ f が全射なので，ある x ∈ X があって，g(y) =

g ◦ f(x) = g(f(x))である．g が単射なので y = f(x)となる．よって，f は全射である．2
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(2) g ◦ f が単射で f が全射ならば g が単射であることを証明せよ．

解答

y, y′ ∈ Y について，g(y) = g(y′) とする．f は全射なので，ある x, x′ ∈ X が存在して y =

f(x)，y′ = f(x′)となる．このとき，g◦f(x) = g(f(x)) = g(y) = g(y′) = g(f(x′)) = g◦f(x′)

である．g ◦ f は単射なので，x = x′ となる．よって，y = f(x) = f(x′) = y′ となり g は単射

である．2
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